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INTRODUCAO

Uma sociedade caracterizada pela exigéncia, competitividade e constante mudanga,
resultado de desenvolvimentos cientificos e tecnoldgicos, requer individuos que, além de
conhecimentos, tenham capacidade de adaptacédo e de resolucdo efectiva dos problemas que se
lhes apresentam. A escola em geral e a universidade em particular tem vindo a ser alvo de
duras criticas por ndo estarem a conseguir cumprir bem o seu papel, a avaliar pelo insucesso
dos estudantes universitarios (sobretudo nos primeiros anos e nas disciplinas de Matematica) e
pela notodria inadaptagdo do ensino superior as solicitagdes sociais. Os sistemas educativos
devem ter a preocupagdo de determinar quais as competéncias e capacidades necessarias para
que os alunos possam com €xito vir a ter uma vida produtiva na sociedade actual. Estabelecer
novas finalidades, tragar novos objectivos e procurar melhores condi¢des para o processo de
ensino-aprendizagem dos alunos, sdo temas que suscitam uma reflexdo pedagogica. Cabe
também aos professores reflectir de forma mais aprofundada sobre a estratégia de ensino que
adoptam e os processos de aprendizagem matematica que possibilitam aos alunos.

Nos ultimos anos, a investigagdo educacional tem realizado numerosas pesquisas, usando
estratégias variadas e adoptando enfoques distintos. Um dos seus objectivos é entender o pro-
cesso como se da o conhecimento e a aprendizagem. Os estudos realizados, em diferentes
niveis de escolaridade, tém revelado que as actividades de cariz investigativo contribuem de
forma significativa para a compreensdo de novos conceitos e para desenvolver o pensamento
matematico dos alunos do ensino bésico e secundario (Ponte, 2003). No entanto, a introdugéo
de tarefas de investigacdo na aprendizagem da Matematica no ensino superior, como estratégia
de ensino-aprendizagem, tem ainda uma expressdo reduzida, em grande medida devido ao fac-
to de ndo existir pesquisa que fundamente a sua introdugdo neste nivel de ensino.

Deste modo, surge como pertinente a realiza¢do de um estudo tendo em vista compreender
0s processos matematicos utilizados pelos alunos na resolucdo de actividades de investigagdo



na sala de aula e as potencialidades deste tipo de actividades na promogéo das aprendizagens
dos alunos em disciplinas de Matematica do ensino superior. Com este objectivo foram abor-
dadas as seguintes questdes referentes a uma experiéncia de ensino realizada numa disciplina
de Analise Numérica:

(1) Que processos matematicos utilizam os alunos na resolu¢do de acti-
vidades de investigagdo?

(2) De que forma a aprendizagem de topicos de Analise Numérica € influen-
ciada pela realizag@o de actividades de investigagdo?

(3) Quais os principais factores que influenciam o modo como os alunos rea-
lizam as actividades de investigag¢@o?

RACIOCINIO MATEMATICO E ACTIVIDADES DE INVESTIGACAO

Varios autores tém abordado a natureza do pensamento matematico (Burton, 1984; Freu-
denthal, 1973; Polya, 1954), referenciando-o como um processo mental dindmico e complexo,
construido com base em compreensdes e conhecimentos adquiridos, que permite explorar e
utilizar ideias de caracter geral, ndo necessariamente contextualizadas na Matematica. O estilo
de pensamento usualmente denominado de matematico €, assim, valido em todos os dominios
uma vez que esta designagdo ndo advém do facto de se pensar sobre Matematica mas sim de
envolver as operagdes, processos € dindmicas reconhecidas como matematicas.

O pensamento matematico, entendido como processo mental, ndo pode ser directamente
observado. No entanto, a partir de manifestagdes observaveis desse pensamento podemos infe-
rir alguns processos caracteristicos da actividade matematica e, em particular, das investiga-
¢des matematicas. Os diferentes autores destacam diferentes aspectos e analisam-nos de acordo
com o grau de relevancia e o significado que lhes atribuem. No entanto, ha alguns que séo refe-
ridos com muita frequéncia: (i) a procura de regularidades e de invariantes; (ii) a abstracgdo e a
generalizacdo; e (iii) a formulagdo de conjecturas e a sua demonstragdo ou refutagéo.

Para Goldenberg (1998), o processo de criagdo matematica inicia-se com uma fase
informal de recolha de dados, geracdo de exemplos e experimentagdo de varias estratégias. O
autor considera que a Matematica € a ciéncia dos padrdes, tratando da procura de invariantes,
ou seja, da estrutura subjacente a coisas que em tudo o resto parecem completamente dife-
rentes. Pelo seu lado, Mason, Burton e Stacey (1982/88) consideram a generalizagdo e a espe-
cializagdo como fundamentais na criagdo do pensamento matematico, pois, na sua perspectiva,
este pensamento resulta da reciprocidade constante entre estes dois processos matematicos.
Desta forma, a descoberta de regularidades conduz a formulagdo de conjecturas. Estas, depois
de formuladas com base em evidéncia mais ou menos sélida, devem ser verificadas e justi-
ficadas ou refutadas. Davis e Hersh (1985) discutem em profundidade a questdio da
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demonstrag@o. No seu entender, a demonstragdo é mais do que um simples pedantismo, ja que
“aumenta o entendimento, mostrando o que ¢é essencial no assunto. As demonstra¢des sugerem
Matematica nova” (p. 182). Davis e Hersh (1985) consideram ainda que os processos apre-
sentados se podem encontrar em Matematica, muito particularmente, quando se realizam inves-
tigacdes matematicas. No entanto, na sua perspectiva, nem todos estes processos sdo
exclusivos desta ciéncia, embora tenham um papel importante no estabelecimento da sua estru-
tura.

O pensamento matematico tem sido estudado sobretudo do ponto de vista cognitivo. No
entanto, os aspectos afectivos também tém merecido atengdo por parte de alguns autores. Por
exemplo, para Poincaré (1988, 1996) a intuicdo que actua, em grande medida, de forma
inconsciente, constitui uma componente fundamental do espirito matematico e do processo de
criag@o desta ciéncia. Também Hadamard (1945) considera que ¢ incontestavel o papel do tra-
balho inconsciente na invengdo matematica. Associado a este papel do inconsciente e da
intuicdo surge também o elemento estético, referido por Poincaré (1996) e por muitos dos
matematicos entrevistados por Burton (1995). Parece, pois, que prestar atengdo aos processos
de investigacdo e aos estados emocionais e psicologicos que os provocam ¢ fundamental para
conseguir um ponto de vista 1til e criativo acerca do pensamento matematico.

A Matematica escolar tende a focar-se e a dedicar muito tempo ao ensino dos resultados
produzidos por esta ciéncia, geralmente apresentados como um conjunto de factos e técnicas, e
a negligenciar os processos de pensamento matematico, o que leva a reconhecida dificuldade
demonstrada pelos alunos em pensar matematicamente (Dorier, Robert, Robinet & Rogalski,
1994). Com o cada vez maior desenvolvimento cientifico e tecnoldgico, ha tarefas com que nos
deparamos frequentemente que requerem a utilizacdo de ‘ferramentas’ matematicas. Por isso,
ndo basta conhecer procedimentos de calculo e conteidos matematicos isolados, é necessario
adquirir um conjunto de competéncias que promovam os modos de pensar e raciocinar em
Matematica que Goldenberg (1998) designa por “habitos de pensamento” (p. 33). Nesta pers-
pectiva, o ensino da Matematica deve ser orientado para que os alunos adquiram as destrezas e
técnicas que se identificam com o fazer Matematica ou pensar matematicamente (APM, 1988;
NCTM, 1989/91).

O conceito de ‘actividades de investigagdo matemadtica’ ou ‘investigacdes matematicas’
estd naturalmente associado a actividade que os matematicos profissionais desenvolvem na
produgdo de conhecimento e que consiste em descobrir relagdes entre objectos matematicos
conhecidos ou desconhecidos, formular conjecturas sobre as respectivas propriedades, procurar
argumentos que demonstrem essas conjecturas e levantar novas questdes para futura inves-
tigacdo. Neste sentido, investigacdes matematicas representam uma actividade a que se
associam algumas caracteristicas inerentes ao processo de criagdo matematica tais como des-
coberta, exploragdo, pesquisa, autonomia, tomada de decisdes e espirito critico.

A ideia de que aprender Matematica ¢ fazer Matematica, defendida nos Gltimos anos em

diversos documentos programaticos (por exemplo, NCTM, 1989/91), é uma perspectiva que
encontra eco em varios autores (Braumann, 2002; Hadamard, 1945; Oliveira, Segurado &
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Ponte, 1998). Neste sentido, em contextos de ensino e aprendizagem, o conceito de inves-
tigacdo matematica traduz uma actividade em que o aluno, de acordo com o grau de ensino em
que se encontra, desenvolve um trabalho de caracteristicas semelhantes ao realizado pelos
matematicos profissionais:

O conceito de investigagdo matematica, como actividade de ensino-
aprendizagem, ajuda a trazer para a sala de aula o espirito da actividade ma-
tematica genuina, constituindo, por isso, uma poderosa metafora educativa.
O aluno ¢ chamado a agir como um matematico, ndo s6 na formulagdo de
questdes e conjecturas e na realizagdo de provas e refutagdes, mas também
na apresentacdo de resultados e na discussdo e argumentacdo com os seus
colegas e o professor. (Ponte, Brocardo & Oliveira, 2003, p. 23).

A actividade matematica dos alunos pode consistir em procurar regularidades, formular
questdes para as quais ndo tém resposta pronta, testar as primeiras conjecturas, estabelecer
argumentos plausiveis e produzir provas formais para validar (ou ndo) essas conjecturas e
generaliza-las, se for caso disso, ou voltar a formular novas questdes. Ponte, Ferreira, Bru-
nheira, Oliveira e Varandas (1998) argumentam também, que as investiga¢cdes matematicas,
sendo uma parte essencial da actividade do investigador matematico, proporcionam ao aluno
uma perspectiva mais completa da Matematica, contrariando assim uma visdo desta ciéncia
centrada na execugdo de procedimentos e algoritmos.

PROPOSTA PEDAGOGICA

ASPECTOS GERAIS

Na base deste estudo esteve a realizagdo de uma proposta pedagdgica visando promover
nos alunos a aprendizagem de conceitos e métodos fundamentais da Analise Numérica através
de uma abordagem de natureza investigativa. Esta proposta foi concretizada em duas turmas do
2.° ano dos cursos de licenciatura da Escola Naval, na disciplina de Analise Numérica, durante
o 1.° semestre do ano lectivo de 2005/06, cujo programa inclui os temas Numeros e Erros,
Equagdes néo lineares, Ajuste de curvas, Interpolagdo polinomial e Integragdo numérica.

A Analise Numérica constitui um dominio da Matematica propicio a um ensino em que a
realizag@o de tarefas de natureza exploratoria e investigativa assume um lugar importante. Os
conhecimentos matematicos ja possuidos pelos alunos podem servir de base ao seu trabalho
nesta disciplina. A exploracgdo e a analise de conceitos e procedimentos conhecidos dos alunos
permitem definir critérios e tomar decisdes para obter generalizagcdes de métodos e técnicas
que, por sua vez, ddo origem aos diversos métodos numéricos abordados nesta disciplina. Por
outro lado, os métodos de calculo numérico sdo usados na vida profissional (e também na vida
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quotidiana) quando surge a necessidade de obter respostas numéricas a problemas matematicos
que ndo podem ser resolvidos através dos métodos de calculo exactos. Usualmente a Analise
Numérica usa uma abordagem em que primeiro detalha varias técnicas e depois usa essas téc-
nicas em problemas-exemplo. No entanto, esta abordagem tende a produzir estudantes que sdo
muito versados em algoritmos e sdo capazes de resolver problemas semelhantes aos ante-
riormente praticados, mas frequentemente ndo compreendem o significado do que estdo a
fazer. Pelo contrario, um trabalho de exploragdo de situagdes, levando a formulagdo de novos
problemas e de estratégias de resolug@o podera levar a uma maior capacidade de lidar com os
problemas reais que eles encontram na sua pratica profissional. Assim, a realizagdo de acti-
vidades de exploracdo e investigacdo, abordando problemas praticos de aplicagdo com a dis-
cussdo dos métodos e técnicas pelos quais esses problemas podem ser resolvidos numeri-
camente, ¢ uma abordagem que corresponde melhor ao que os estudantes realmente fazem
quando tém que aplicar métodos numéricos em novas areas. De um ponto de vista de apren-
dizagem, esta abordagem podera também ser mais efectiva porque as situagdes apresentadas
fornecem um contexto para os estudantes perceberem porque € que as varias técnicas de Ana-
lise Numérica sdo importantes, isto é, motivam a necessidade destas técnicas.

O trabalho nesta disciplina envolveu a realizagdo de um grupo de actividades de inves-
tigagdo, que ocuparam uma parte significativa dos tempos de aulas (18 aulas de 50 minutos) e
onde foram visiveis dois momentos distintos: a exploragdo da tarefa e a discuss@o em grande
grupo do trabalho desenvolvido pelos alunos. As restantes aulas contemplaram momentos de
natureza teorica sobre os contetidos programaticos, alguns dos quais trabalhados nas tarefas de
investigagdo (10 aulas de 50 minutos) e ainda momentos de resolugdo de problemas de apli-
cacdo directa ou de exercicios praticos para consolidagdo de conceitos (11 aulas de 50
minutos).

A avalia¢do dos alunos teve como base diferentes tipos de instrumentos de forma a con-
templar as diferentes vertentes de trabalho desenvolvido nas aulas: (i) os relatorios de grupo
sobre a investigagdo realizada na sala de aula, (ii) a observagdo directa da participagdo dos
alunos na exploracdo das tarefas e nas discussdes em grande grupo e (iii) o teste final escrito.

TAREFAS

A presente investigagdo centrou-se nas aulas onde se realizaram actividades de inves-
tigagdo. As quatro tarefas propostas aos alunos foram concebidas de modo a constituirem opor-
tunidades para estes desenvolverem um maior conhecimento relativo aos processos mate-
maticos envolvidos na actividade de investigacdo e, a0 mesmo tempo, representam contextos
para abordar os diferentes topicos que fazem parte do programa de Analise Numérica. As
opgdes tomadas pela professora na selec¢do, adaptagdo ou criagdo de tarefas a realizar na sala
de aula foram enformadas pela preocupagdo em respeitar o cumprimento dos assuntos a tratar
na disciplina. Além disso, as tarefas tinham como objectivo a promogédo de alguns aspectos da
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Matematica, como sejam o raciocinio € a comunica¢do matematicas e as conexdes entre as
varias areas da Matematica (NCTM, 1994).

As tarefas apresentadas aos alunos eram diversificadas e motivadoras. Eles ndo dispunham
de teoria ou modelo para fazerem uma resolu¢do completa, tendo sido desafiados a desenvolver
e defender as suas proprias estratégias. Nestas aulas, valorizou-se a experimentagdo, o
raciocinio indutivo, o questionamento, a formulagéo e o teste de conjecturas, a sua justificagéo,
a partilha de opinides e o trabalho de grupo.

A apresentacgdo das tarefas aos alunos foi suportada por um texto escrito cujo objectivo era
tentar enquadra-los, o mais possivel, na situagdo problematica e servir de ponto de partida para
o estudo de questdes posteriores. Estas questdes, directamente relacionadas com a situagdo
apresentada, constituiam uma forma de activagdo de alguns processos de pensamento e de
exploragdo de topicos de Analise Numérica decorrentes da identifica¢do e utilizagdo de con-
ceitos e métodos matematicos na resolucdo das situagdes indicadas. Desta forma, a estrutura
das quatro tarefas de investigagdo utilizadas nas aulas era idéntica embora essas tarefas
tivessem objectivos especificos diferentes (os enunciados das tarefas encontram-se em anexo):

Tarefa 1 — Arte de marinheiro. Tarefa de natureza exploratdria que abordou conceitos e
regras da aritmética intervalar. Nesta tarefa foi colocado um problema concreto cuja situagao
real era bastante conhecida pelos alunos e propde-se inicialmente a exploracdo de casos parti-
culares de operagdes elementares conhecidas (adigdo, subtrac¢do, multiplicagdo e divisdo) uti-
lizando intervalos de niimeros reais. Apelava a conhecimentos sobre as propriedades dos
nlimeros reais e sugere-se a procura de generalizagdes. E um exemplo de uma tarefa em que se
pretendia a identificacdo de regras e, por isso, se tornava necessario a elaboragdo e teste de
conjecturas.

Tarefa 2 — Aguas ameacadas. Nesta tarefa foi apresentado um modelo matematico de um
fenémeno quotidiano. Na primeira questdo propde-se a constru¢do de graficos e sua inter-
pretacdo para ajudar o desenvolvimento das questdes seguintes que se focalizavam em saberes
na area da analise matematica. Esta tarefa constituiu um exemplo de possibilidade de utilizagéo
da calculadora como meio auxiliar ndo s6 de calculo, mas também de visualizagdo da
informag@o disponibilizada. Sugere-se ainda a procura de generalizagdes para os proce-
dimentos efectuados de forma a dedug@o de um método de resolucdo de equagdes ndo lineares.
Aos alunos coube encontrar um processo que ndo conheciam a partida e que permitiu res-
ponder as questdes colocadas.

Tarefa 3 — Ainda os lagos... Pretendia-se, nesta tarefa, envolver os alunos numa situagéo
em que necessitavam de recorrer a nogdo de fungdo e a conhecimentos prévios de interpolagdo
e geometria analitica. A tarefa de investigacdo propriamente dita consistiu em analisar o com-
portamento de um conjunto de dados iniciais, oriundos de uma experiéncia real com signi-
ficado para os alunos, e seleccionar, dentro dos modelos por eles conhecidos, a fun¢do que
melhor descrevia esse comportamento. Propde-se a constru¢do de modelos matematicos para as
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situagdes contextualizadas usando tabelas e expressdes analiticas. Foi necessario definir cri-
térios e tomar decisdes com base em conhecimentos anteriores. Também aqui a utilizagdo da
calculadora foi significativa.

Tarefa 4 — Quem vai para o mar... O objectivo desta tarefa compreendeu a exploracdo de
varias situacdes, refor¢ando as aprendizagens desenvolvidas na tarefa anterior relativamente
aos métodos ja estudados de interpolacdo e ajuste de curvas, levando os alunos a reconhecé-las
independentemente de trabalharem noutro dominio. Os alunos foram solicitados a calcular o
valor de um integral de uma funcdo que apenas ¢ conhecida para alguns valores oriundos de
uma situac@o real. Foi necessario explorar varias situagdes de forma poderem generalizar pro-
cedimentos e propor métodos de integragdo alternativos apropriados a cada situagdo. A
reduzida estruturagdo da tarefa possibilitou diferentes percursos possiveis de desenvolvimento,
que dependeram dos conhecimentos mobilizados pelos alunos.

CONCRETIZACAO NA SALA DE AULA

Na explorag@o das tarefas na sala de aula os alunos trabalharam em grupos de 3 e 4 ele-
mentos. Este modo de organizagdo pretendia melhorar a sua confianga no trabalho em Mate-
matica e facilitar a comunicagdo entre os elementos do grupo e entre o grupo e a professora. Os
alunos usaram também a calculadora grafica, que constituiu auxiliar de trabalho fundamental
ao permitir a visualiza¢do de informagédo relativa as situagdes propostas e facilitar os calculos,
sobretudo quando estes se tornaram repetitivos e fastidiosos, evitando a desmotivagdo ou o
abandono da tarefa por parte dos alunos.

Nas primeiras tarefas, foi bastante notdria a falta de habito dos alunos em realizar acti-
vidades de investigagdo. Solicitaram com frequéncia a professora e esperavam que esta lhes
dissesse o que era para fazer sem se esforcarem muito em tentar compreender a tarefa. Com a
continuagdo do trabalho investigativo foram compreendendo que, de uma forma geral, em vez
de lhes serem fornecidas respostas as suas questdes, eram incentivados a pensarem por si
proprios através de comentarios que ndo indiciavam uma conclusdo ou um ‘modo de fazer’.
Desta forma, a dependéncia em relagdo a professora e o tipo de apoio solicitado foi-se alte-
rando, verificando-se um aumento da autonomia dos alunos.

Depois da exploragdo de cada tarefa reflectia-se sobre o trabalho realizado. Os alunos
depararam-se entfo com diferentes estratégias de resolugdo, com justificagdes diferentes das
que tinham apresentado e com pedidos de esclarecimento por parte dos seus colegas. Algumas
vezes estas discussdes permitiram uma exploracdo de outros assuntos, o que suscitou a
introdugdo de topicos programaticos a serem desenvolvidos nas aulas de natureza teorica.
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METODOLOGIA DO ESTUDO

OPCOES METODOLOGICAS E PARTICIPANTES

Este trabalho tinha como objectivo descrever e compreender os processos matematicos uti-
lizados pelos alunos na realizagdo de actividades de exploracdo/investigagdo na sala de aula e
as suas aprendizagens no ambito da Analise Numérica. A primeira autora deste artigo foi a
docente que realizou esta experiéncia de ensino, que constitui assim um estudo sobre a sua
pratica lectiva.

Uma vez que se pretendia uma descrigdo de uma realidade que ndo pode ser entendida de
uma forma descontextualizada, optou-se por uma abordagem do tipo qualitativo na sua variante
de estudo de caso (Yin, 2003). Cada caso ¢ aqui constituido por um grupo de alunos. Esta
abordagem criou condigdes para uma descrigdo dos processos matematicos usados pelos alunos
e permitiu acompanhar em detalhe a evolugdo dos seus raciocinios, o que foi importante para a
respectiva compreensdo e interpretacdo face aos objectivos da investigagéo.

Os participantes eram os alunos do 2.° ano dos varios cursos de licenciatura ministrados na
Escola Naval que frequentavam a disciplina de Analise Numérica. Os alunos estavam divididos
em duas turmas, que os diversos professores consideravam idénticas no que diz respeito a
comportamento e aproveitamento escolar. Na generalidade, estes alunos revelam um espirito
curioso e interessado por aquilo que se passa & sua volta, aderem com entusiasmo as acti-
vidades extra-curriculares organizadas na e pela escola e sdo, por norma, participativos e cum-
pridores. Os grupos de trabalho foram formados espontaneamente pelos alunos e, tal como
acontece na globalidade da turma, apresentavam grande heterogeneidade.

Embora se tenha analisado o trabalho das duas turmas (num total de 50 alunos) na rea-
lizagdo das mesmas tarefas de investigagdo, dentro de cada turma estudou-se apenas em pro-
fundidade o caso de um grupo em particular. Para que os alunos ndo sentissem diferencia¢do
entre si, a escolha do grupo de estudo, em cada uma das turmas, foi feita tendo em conta as
ofertas de participa¢do voluntaria e com o acordo de todos os alunos. Numa turma apenas um
grupo se voluntariou. Na outra turma, houve dois grupos que se ofereceram mas que chegaram
a um consenso entre eles sobre aquele que participaria no estudo. Os quatro alunos que cons-
tituiram o grupo A de observagdo, trés do sexo masculino (Antonio, Pedro e Reinaldo) e um do
sexo feminino (Marta) tiveram, de modo geral, uma escolaridade bem sucedida, quer em
Matematica, quer noutras disciplinas. Os alunos tinham uma boa relagdo entre si e fun-
cionavam bem, embora ndo fosse este o grupo que mais sobressaiu durante as aulas dedicadas a
realizagdo de tarefas de investigag@o. Nas aulas destinadas a exploragdo das tarefas, Marta foi a
principal dinamizadora do trabalho e assumiu a lideranga do grupo. O grupo B era constituido,
inicialmente, por quatro alunos, todos do sexo masculino (Miguel, Z¢, Jorddo e Carlos, tendo
este Gltimo frequentado ja o ensino superior). Ja apds a realizagdo da 2. tarefa, Jorddo mudou
de curso e, consequentemente, de turma, ficando o grupo de estudo a contar com apenas trés
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elementos. Contrariamente ao grupo A, este grupo destacou-se em todas as fases das aulas
dedicadas a realizagdo de tarefas de investigacdo, quer pelo empenho e entusiasmo
demonstrados na sua exploragdo, quer pela participag@o activa nas discussdes em grande grupo,
quer ainda pelo cuidado e correc¢do colocados na elaboragdo dos relatorios. Nas aulas des-
tinadas a exploragdo das tarefas, todos os elementos do grupo foram muito participativos e
dinamicos, existindo uma boa relacdo ¢ uma grande interac¢@o entre os sus elementos.

RECOLHA E ANALISE DE DADOS

A recolha dos dados foi feita durante o 1.° semestre do ano lectivo de 2005/06, tendo como
base a proposta pedagdgica definida e recorrendo a varias técnicas proprias da investigagdo
qualitativa: observagdo directa e participante, registos audio do trabalho dos grupos que cons-
tituiram os casos durante as aulas em que se realizaram as tarefas de investigacéo, relatorios de
investigac@o elaborados pelos alunos e entrevistas semi-estruturadas realizadas apos as tarefas
aos grupos estudados em maior profundidade. Foram ainda aplicados questionarios, a todos os
alunos participantes, no inicio e no final da experiéncia de ensino. Esta variedade de fontes de
recolha de dados permitiu a triangulagdo dos resultados emergentes, com vista a consisténcia
da propria informacéo recolhida e das interpretagdes produzidas.

A analise dos dados comecgou a ser realizada durante a sua recolha. As notas de campo
constituiram o primeiro nivel desta analise e foram usadas desde logo para perceber, entre
outros aspectos, se os processos usados pelos alunos dependiam da estruturagéo da tarefa ou da
forma como era apresentada e de que forma as interac¢des e a mobilizagdo de conhecimentos e
competéncias eram influenciadas pela existéncia ou ndo de uma discussdo e apresentagdo em
grande grupo.

Durante o trabalho de campo foram preparadas as entrevistas realizadas aos alunos dos
grupos considerados. As questdes que constituiram o eixo orientador destas entrevistas foram
formuladas com base na analise das notas de campo e dos relatdrios elaborados pelos grupos,
depois de identificados os pontos que precisavam de ser explorados ou esclarecidos e que
estavam relacionados com a compreensdo do desempenho dos alunos nas tarefas realizadas na
sala de aula.

A segunda fase de analise de dados, mais profunda e estruturante, ocorreu apds terminada
a recolha de dados e pretendeu dar resposta as questdes de estudo. As notas de campo, os
registos audio do trabalho dos alunos dos grupos em estudo, na sala de aula e os relatérios
escritos por eles elaborados, constituiram a base da andlise que permitiu compreender o
desempenho dos alunos na exploragdo das tarefas de investigacdo. Todo o material foi orga-
nizado por grupo de alunos, separado por tarefa de investigag@o. Foram revistas as notas de
campo relativas as aulas de exploragdo das tarefas e transcritas diversas partes dos registos
audio, consideradas significativas para a analise. Finalmente, nos relatérios dos alunos foram
anotados aspectos que permitissem identificar e discriminar os processos matematicos uti-
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lizados, as aprendizagens realizadas, os factores que os influenciaram e as principais difi-
culdades sentidas pelos alunos na realizag@o deste tipo de actividades.

RESULTADOS

PROCESSOS MATEMATICOS UTILIZADOS PELOS ALUNOS

A realizagdo de tarefas de investigacdo por parte dos alunos possibilitou a utilizagdo de
varios processos caracteristicos da actividade matematica. No entanto, constatou-se que a sua
presenga ndo foi igual em todas as tarefas propostas e que a sua utilizagdo ndo foi feita de igual
modo pelos alunos.

Os processos de registo e organizagdo dos dados estiveram presentes em todas as tarefas e
a sua evolugdo fez-se de forma gradual. Os dois grupos analisados tiveram sempre a preo-
cupacdo de fazer registos escritos das suas explora¢des através da elaborag@o de listagens,
esquemas e graficos, embora inicialmente ndo revelassem competéncia em organizar registos
significativos e sistematicos das suas descobertas.

Alguns autores (e.g., Ernest, 1996; Ponte et al., 1998) destacam, como uma etapa
importante numa investigacdo matematica, a formulagdo de questes produtivas e inte-
ressantes. Os dados recolhidos sugerem que a actividade de investiga¢do dos alunos ndo con-
templa formalmente esta etapa. Apos o inicio das tarefas emergiram de imediato as primeiras
conjecturas sob a forma de afirmagdes que os alunos confirmavam ou refutavam com trabalho
posterior. Esta reduzida aten¢do dos alunos a formulagdo de questdes ¢ também referida
noutras investiga¢des (Brocardo, 2001; Ponte & Matos, 1996). Em contrapartida, a formulagdo
de conjecturas foi um processo frequentemente utilizado pelos dois grupos em todas as tarefas,
embora com énfase diferente.

A ideia que os alunos tém, de que uma tarefa matematica implica a procura de res-
postas/conclusdes, levou o grupo A, numa fase inicial e a semelhanca do observado por Ponte
et al. (1998), a formular conjecturas, considerando-as como conclusdes ap6s um numero
reduzido de testes. Numa fase posterior, foi também visivel a necessidade de formulagdo de um
grande numero de conjecturas/conclusdes, independentemente da sua importancia ser trivial ou
significativa. S6 com o trabalho continuado em torno da exploragdo de tarefas de investigagdo
e, em particular com as discussdes em grande grupo, ¢ que os alunos compreenderam o estatuto
de uma conjectura. Ja no grupo B, as conjecturas formuladas surgiram sempre através da expe-
rimentacdo de alguns casos e da procura de regularidades entre eles. Verificou-se também que
este processo teve uma maior presenca (muitas vezes eram formuladas varias hipdteses simul-
tdneas) nas tarefas em que os alunos recorreram a um maior nimero de exemplos particulares,
depreendendo-se entfo uma forte relagdo entre os processos de especializagdo e formulagdo de
conjecturas, como referido também em Mason, Burton e Stacey (1982).
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Depois de formulada, uma conjectura tem de ser submetida a sucessivos testes. O feste de
conjecturas integrou todas as tarefas e foi muito utilizado pelos dois grupos estudados. Relati-
vamente ao teste de conjecturas os alunos ndo demonstraram grandes dificuldades, a ndo ser
relativamente as decisdes sobre o numero ¢ o tipo de casos a estudar. Foi também neste pro-
cesso de verificagdo que o uso da maquina de calcular foi mais notdrio, ajudando a formular e a
testar hipoteses mais rapidamente e em maior numero. Nalguns casos, o teste de conjecturas
levou os alunos a refinar as suas conjecturas e a imporem restri¢gdes de aplicabilidade as regras
ou métodos por eles propostos. Segundo Ponte et al. (1998), a ndo validagdo de uma conjectura
deve implicar uma tentativa de a reformular. Este processo de refinamento de conjecturas ndo
foi uma preocupacdo da generalidade dos alunos, embora o grupo B o tenha utilizado diversas
vezes nas suas exploragdes:

Depois de verificada a 2.* hipotese, é opinido do grupo que o calculo asso-
ciado ao erro (E1x E2) ndo € necessario uma vez que se tem a nogdo que AN
¢ igual a metade da amplitude, obtendo-se assim uma nova férmula:
Cl x C2=(B1 x B2) = ((B1 x E2) + (B2 x E1))
(Relatorio Grupo B)

A falta de habito em procurar justificagdes, aliada a uma certa falta de conhecimentos,
contribuiu para que o processo de justificagdo de conjecturas ndo estivesse contemplado ao
longo do trabalho dos alunos. Para o grupo A ¢ um aspecto que ndo surge com frequéncia no
seu trabalho pois ndo sentem necessidade de o fazer ou ndo sabem muito bem como fazé-lo: “A
medida que vamos fazendo, olhamos, ¢ tdo simples, se para a gente é imediato, achamos que
ndo € preciso explicar e as vezes ¢ necessario” (Antonio). Apesar da notoéria evolugdo na capa-
cidade de questionamento, na maior parte das situagdes, as justificagdes ndo surgiram esponta-
neamente da actividade dos alunos mas quando solicitadas pela professora ou pelos colegas
durante a discussdo das tarefas em grande grupo. O grupo B mostrou grande empenho na pro-
cura de justificagdes para as conjecturas formuladas, baseadas em conhecimentos adquiridos
anteriormente tanto nas disciplinas de Matemética como noutras disciplinas. E alias visivel a
necessidade sentida pelos alunos em justificar, mais ou menos formalmente, as suas estratégias
e raciocinios, levando-os mesmo a selecciona-los com base na maior ou menor dificuldade em
justificar os resultados obtidos:

O grupo teve como primeira intengdo recorrer a um método grafico para a
sua resolugdo. (...) Este método, apds algum trabalho e desenvolvimento foi
abandonado pelo grupo pela dificuldade em justificar se 0 método seria fiavel
ou ndo, de forma a generalizar procedimentos. (...) O grupo definiu nova
estratégia e tentou de alguma forma utilizar o Teorema de Bolzano. (Rela-
torio Grupo B)
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No trabalho dos alunos, a demonstra¢do de conjecturas foi um processo com uma pre-
senga ainda mais fraca do que a justificacdo e que envolveu muitas dificuldades pois raramente
se apresentava correcta e completa. Numa fase inicial, os alunos ndo sentiram necessidade de
provar uma conjectura que lhes parecia verdadeira e que tinha resistido a sucessivos testes. O
grupo A usou algumas vezes a palavra ‘demonstrar’ com o significado de descrever o que
acontece com casos particulares: “Para dar exemplos da nossa demonstragdo, atribuimos
niimeros ao x e y ¢ também ao «a ¢ B (Relatorio). Nas tltimas tarefas, estes alunos tinham a
clara nogdo de que deveriam pensar na prova das suas conjecturas antes de dar por concluido o
seu trabalho mas s6 o tentavam fazer quando tal era explicitamente pedido pela professora nas
aulas de discussdo das tarefas. Ja os alunos do grupo B reconhecem a importancia e significado
de provar as suas conjecturas. Desde a realizag@o da primeira tarefa que mostram preocupagao
com este processo: “Ha uma coisa que eu me lembro que ¢ que também é importante com-
provar alguns resultados. Ha varias maneiras de provar uma coisa. Podes ir pela negagdo ou
também podes ir pelo absurdo” (Carlos). Apesar de ndo terem conseguido demonstrar as hipo-
teses formuladas, ha que reconhecer o esfor¢o empreendido pelos alunos num processo que,
nalguns casos, ndo lhes era acessivel.

Estes resultados evidenciaram assim, que ao longo da experiéncia, os alunos gradualmente
tomaram conhecimento dos varios processos matematicos de que se podiam servir para pro-
gredir na exploragdo das tarefas propostas, passando a distinguir conjecturas de conclusdes e a
perceber a necessidade de justificar os resultados matematicos obtidos.

APRENDIZAGENS DOS ALUNOS NA ANALISE NUMERICA

Um dos objectivos da experiéncia realizada era promover a aprendizagem significativa dos
conceitos e processos pelos alunos envolvidos. Contrariamente ao verificado na analise anterior
dos processos matematicos gerais utilizados pelos alunos, ndo sdo notérias diferengas entre os
dois grupos de estudo, ao nivel das aprendizagens desenvolvidas.

A exploragdo das tarefas propostas permitiu a abordagem de diversos temas programaticos
e serviu para focar determinados conceitos. A analise dos dados evidencia que estes conceitos
foram, frequentemente, construidos pelos alunos.

A compreensdo dos conceitos de valor aproximado e de erro é fundamental para abordar
outros contetidos uma vez que a analise de erros ¢ um tema transversal a todo o programa.
Estes conceitos parecem-me terem sido compreendidos pelos alunos uma vez que revelaram
uma grande preocupagdo com os erros resultantes dos célculos realizados, sobretudo quando
surgia a necessidade de efectuar aproximagdes. A correcta identificagdo das fontes de erro ¢ a
preocupagdo de os diminuir ou quantificar sdo visiveis em vérias situagdes:

16/ RE, Vol. XVI, n° 2, 2008



Ao realizar os calculos intermédios houve o cuidado de se utilizar mais um
algarismo significativo do que o niimero de algarismos correspondente ao
resultado final, de forma a se obter uma maior margem de seguranga nos
arredondamentos. (Relatério grupo B)

Conclui-se entdo que o valor aproximado ¢ de 0,35 com um erro associado de
0,05. (Relatorio grupo B)

Para encontrarmos o majorante substituimos os valores com o maior erro
possivel: v _ “(40 2) 57 ((30,3)% +(20,4)%) = 17878,957 -

Para encontrarmos o minorante substituimos os valores de H, R e r pelo valor

por defeito: v _ “(39 8) (29.7)% +(19.6)%) = 1679891667 -

Majorante do erro = I 17878,951 —16798,916677 | = 540,016665.
2

(Relatorio grupo A)

Também na tarefa 2, a excepgdo de alguns casos particulares envolvendo fungdes poli-
nomiais, os alunos ndo dispunham de ferramentas para resolver equagdes ndo lineares. O con-
ceito de método iterativo surgiu assim de uma forma intuitiva e foi aplicado correctamente na
resolucdo deste tipo de equacdes, como referido pelos alunos:

Para a determinacdo desta raiz recorreu-se a um método que assenta no pres-
suposto de, a partir de um intervalo inicial, encontrar novos intervalos tido
pequenos quanto se queira, recorrendo a processos iterativos, ou seja, divi-
dindo estes intervalos sucessivamente ao meio. (Relatorio grupo B)

Assim, chegamos a conclusdo que se o intervalo tiver mais casas decimais,
com mais algarismos significativos, restringe-se mais o intervalo, logo o majo-
rante do erro sera cada vez menor, aproximando-se cada vez mais do valor
verdadeiro. (Relatorio grupo A)

Outro topico abordado nesta disciplina, onde foram visiveis as aprendizagens, diz respeito
ao ajustamento de curvas pelo método dos minimos quadrados Os alunos aperceberam-se que
os ajustamentos estdo associados a erros e que o objectivo ¢ minimiza-los. Na tarefa 3, os
alunos utilizaram o modulo das diferencas entre os valores experimentais dados e os valores
obtidos com os diferentes modelos matematicos que exploraram para quantificar o erro e selec-
cionar o melhor ajustamento. Isto indicia uma aprendizagem significativa deste conceito, tendo
os alunos compreendido intuitivamente que ele estd na base da constru¢do do método dos
minimos quadrados:
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Usando uma fungdo quadratica Y = aX”> + bX + ¢ em que a = 0,8, b =
42,8 e ¢ = 6,0, obtemos os seguintes valores:

T (horas) 2 3 5 8
P (x10°) | 94,8 | 141,6 | 240,0 | 399,6

Comparando estes valores com os que nos sdo dados no enunciado, e cal-
culando os varios erros existentes entre uns valores e outros

Pv-Pm 90-94,8 | 150-141,6 | 235-240,0 | 400-399,6
Erro modulo 4.8 8,4 5 0,4

(Relatorio grupo A)

O grande empenho e o esfor¢co desenvolvido, por parte dos alunos, parecem ter contribuido
para uma melhor compreenséo dos assuntos trabalhados, ao nivel de conceitos, procedimentos
e métodos. Foi na ultima tarefa que mais se notou a capacidade de mobilizagdo de conhe-
cimentos e procedimentos da Analise Numérica, adquiridos durante a realizacdo das tarefas
anteriores. Nesta tarefa, foi necessario substituir um conjunto de pontos dados por uma fungéo
que os representasse, € os alunos utilizaram os conhecimentos de interpolagdo e os de ajus-
tamento de curvas para obterem as fungdes pretendidas:

Recorrendo a matéria da tarefa anterior, nomeadamente & nossa propria
tarefa, utilizamos um polindémio do 3.° grau e verificamos que o seu grafico
passava proximo de todos os pontos. (Relatério grupo B)

Para a resolugdo deste problema consideremos dois métodos ja nossos
conhecidos. Utilizando uma fungéo cubica obtida pelo método dos minimos
quadrados [...]

Utilizamos também o método interpolador de Newton com diferengas pro-
gressivas. Este método ¢é possivel uma vez que os ‘pares’ estdo igualmente
espagados e por ordem crescente. (Relatério Grupo A)

Segundo Mason, Burton e Stacey (1982), uma analogia entre o que estd a ser estudado e
uma outra situa¢do anteriormente investigada pode ser til para sugerir modos de abordagem.
O facto de reconhecerem as ‘ferramentas’ que iam adquirindo nas tarefas anteriores e serem
capazes de as utilizar, independentemente de trabalharem noutro contexto, reforga as apren-
dizagens realizadas.
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A aquisi¢do de conhecimentos de Analise Numérica ndo esgotou o processo de apren-
dizagem dos alunos. Apesar de ndo ser visivel uma grande evolug¢do no desempenho do grupo
ao nivel dos processos matematicos gerais por eles usados ao longo do semestre, em particular
a justificacdo e a demonstragdo, a realizagdo destas tarefas parece ter contribuido para desen-
volver neles um espirito investigativo. Varias vezes referem que, depois de explorada a tarefa,
tentaram abordé-la de outra forma, pesquisando no manual ‘outra maneira de fazer’:

Como ultima hipotese, o grupo ainda tentou aplicar um método analitico
recorrendo ao livro Fundamentos de Analise Numérica. [...]. Mas apos alguns
calculos e com a sensagdo que nos encontravamos a deambular numa matéria
que ndo compreendemos na sua plenitude, adoptdmos outra estratégia. (Rela-
torio grupo B)

A capacidade de comunicag@o e o espirito critico foram também alguns aspectos que os
alunos referiram como fazendo parte do que consideram ser aprendizagens significativas: “E
também nossa opinido que este trabalho tem o intuito de desenvolver o espirito critico dos
alunos” (Carlos).

Isto confirma, de alguma forma, a potencialidade das investigagdes para desenvolverem e
facilitarem a aprendizagem neste nivel de ensino.

FACTORES RELACIONADOS COM OS PROCESSOS E AS APRENDIZAGENS

O desempenho dos alunos nas vdrias tarefas realizadas teve caracteristicas diferentes e
parece ter sido influenciado por diversos factores. Entre eles, destacam-se a natureza da tarefa,
a utilizagdo da maquina de calcular, o trabalho de grupo e a atitude da professora. A influéncia
destes factores ndo foi uniforme ao longo do trabalho realizado, no entanto, todos eles con-
tribuiram de algum modo para a utilizacdo ou ndo de determinados processos pelos alunos e
para a sua propria aprendizagem.

A natureza da tarefa revelou ter alguma influéncia sobre os processos utilizados pelos
alunos. Habitualmente considera-se que propor tarefas de investigagdo mais estruturadas ten-
dera a conduzir os alunos e a condicionar-lhes a investiga¢do. No entanto, para alunos pouco
habituados a realizar trabalho investigativo, enunciados com questdes mais abertas, pode fazé-
los sentir mais perdidos, desencadeando o uso de um menor numero de processos, como acon-
teceu na ultima tarefa desta experiéncia. Pode ainda assinalar-se que o facto dos temas abor-
dados serem situagdes da realidade, com as quais os alunos estavam familiarizados, resultou
em efeitos contrarios. Por um lado, foi referido pelos alunos como um factor positivo e do seu
agrado: “Ajuda a perceber para que € que a Matematica serve. O ano passado havia vezes que
eu saia da sala e pensava mas para que € que isto serve?” (Marta). Por outro, pode condicionar
o trabalho, sobretudo a explorag@o de casos, que tendem a limitar a0 que consideram ser rea-

RE, Vol. XVI, n°2, 2008 | 19



listico, como foi o caso da primeira tarefa, em que a exploragdo ficou limitada aos niimeros
positivos. Os alunos explicaram: “Na tarefa ndo admitimos valores nulos ou negativos porque,
como estamos a trabalhar com bitolas, ndo pode haver diametros com valores negativos” (Rela-
tério Grupo A).

A madquina de calcular grafica, utilizada pelos alunos na exploragdo das tarefas de inves-
tigacdo ajudou a realizagdo de célculos de forma rapida, a constru¢do de graficos e permitiu
ainda gerar um grande numero de exemplos num curto espaco de tempo. Desta forma, a
maquina de calcular auxiliou a utilizacdo de alguns processos favorecendo, sobretudo, a espe-
cializagdo, a formulacdo de conjecturas e a sua verificagdo. Parece entdo legitimo concluir que
a realizagdo de tarefas de investigacdo que permitam a utilizagdo da maquina de calcular pode
contribuir para promover nos alunos o uso de determinados processos caracteristicos da acti-
vidade matematica. Este facto vai de encontro ao que ¢ defendido por Ponte, Boavida, Graga e
Abrantes (1997) quando referem que a apresentacdo de tarefas estimulantes baseadas no tra-
balho com a calculadora e o computador ajudam os alunos a desenvolver uma atitude inves-
tigativa.

No seu estudo, Fonseca (2000) conclui que a atitude da professora e o modo como orienta
as actividades de investigag@o pode influenciar a postura investigativa dos alunos. No presente
estudo, a orienta¢do dos alunos foi feita de forma discreta e interrogativa, devolvendo as
questdes, o que os levou a reflectir sobre as suas proprias duvidas. Este aspecto foi visto por
eles como um factor positivo: “Eu acho curiosa a maneira como nos tem orientado. Orienta-nos
com perguntas. Na altura, se calhar ndés queremos respostas mas no final acaba por ser mais
produtivo” (Carlos). As orientagdes foram dadas no sentido de incentivar os alunos a realizar
novas especializagdes, a melhorar a formulag@o de conjecturas e, sobretudo, a utilizar a justi-
ficacdo e nalguns casos a demonstracdo. Desta forma, os alunos tornaram-se progressivamente
mais autonomos e melhoraram o nivel da compreenséo e utilizagdo dos processos matematicos
caracteristicos da actividade matematica.

O trabalho de grupo foi reconhecido, ndo sé pelos dois grupos em analise mas pela gene-
ralidade dos alunos, como muito significativo para a aprendizagem, tendo favorecido o tra-
balho investigativo. A discussdo entre os elementos do grupo conduziu, varias vezes, ao sur-
gimento de variadas abordagens, a melhorias na formulagdo de conjecturas e ao aumento do
seu niimero e até a justificacdo das mesmas. E o que se pode constatar no excerto seguinte do
Relatorio Grupo B: “A participagdo de todos os elementos facilitou bastante as respostas as
questdes colocadas uma vez que o universo de hipdteses foi assim superior”. Verificou-se
assim que o trabalho de grupo motivou os alunos, ajudou a estabelecer um ambiente em que
eles participaram activamente e facilitou a compreensdo do que € a actividade matematica.

As aulas de discussdo em grande grupo ndo se reduziram a apresenta¢do dos resultados
dos trabalhos mas revelaram-se fundamentais para a continuacéo da investigagdo e para apro-
fundar o conhecimento dos processos matematicos envolvidos numa investigagdo. A interac¢do
com os colegas favoreceu a realizacdo de novas descobertas mostrando-lhes outras abordagens
e obrigou-os a analisar as suas ideias e a justifica-las, quando questionados sobre elas:
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[A discussdo em grande grupo] Acho que tem vantagens por dois factores:
primeiro, porque permite conhecer o trabalho de outros camaradas. Sdo abor-
dagens sempre diferentes a uma tarefa que tivemos de realizar e ¢ importante
ver como € que as outras pessoas reagiram nas mesmas tarefas e nas mesmas
condigdes. Acho que ¢ interessante por isso. Em segundo lugar ha coisas que
nds colocamos no papel e que nem sempre conseguimos exprimir da melhor
maneira. Entdo, temos ali uma oportunidade para, verbalmente, tornar-se
mais facil expor o nosso modelo ou a nossa tarefa ou o nosso raciocinio.
(Carlos)

O incentivo da professora e os seus desafios permitiram ainda aos alunos mobilizarem e
desenvolverem os seus conhecimentos matematicos.

Outros factores, ainda, tém a ver com as capacidades e conhecimentos dos alunos. A falta
de experiéncia dos alunos na realizag¢do de trabalho de natureza investigativa na sala de aula e
na elaboragdo de registos escritos fez surgir algumas dificuldades, sobretudo nas primeiras
tarefas de investigagdo. Na verdade, independentemente do seu grau de estruturacdo, uma
tarefa de investigagdo ¢ menos orientada que as actividades habitualmente realizadas pelos
alunos. Dada a falta de habito dos alunos em realizar trabalho desta natureza na sala de aula, é
natural que tenham experimentado, inicialmente, uma certa inseguranga ¢ mesmo deso-
rientagdo perante as caracteristicas deste tipo de actividade. Isso mesmo ¢ reconhecido no Rela-
torio do Grupo B: “A tarefa que nos foi proposta teve a principio um grau de dificuldade bas-
tante elevado principalmente por nenhum dos elementos estar habituado a realizar este tipo de
tarefas”.

A interpretagdo do enunciado (saber o que € para fazer), a gestdo do tempo e a organizagdo
dos alunos enquanto grupo, parecem ter sido as principais dificuldades por eles sentidas no
inicio, sendo referidas, nas entrevistas, da seguinte forma:

Na primeira tarefa o enunciado ndo era muito explicito para nés e tivemos
alguma dificuldade em perceber o que era pedido. E também em orga-
nizarmo-nos como grupo. (Pedro)

No inicio foi o tempo. Na primeira tarefa, talvez por ser a primeira, nos
tivemos mais dificuldades. Tem a ver com a nossa organizagdo, de... Se nds
conseguimos olhar para o exercicio e ver uma maneira de resolver. (Marta)

Os alunos, em geral, comegaram por demonstrar uma grande necessidade de apoio, pro-
curando obter da professora informagdes concretas quanto ao que fazer. Esta necessidade foi
diminuindo significativamente a medida que se familiarizaram com este tipo de propostas, tor-
nando-se os alunos bastante autdbnomos a partir da segunda tarefa.
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Foram ainda identificadas grandes dificuldades associadas ao registo escrito das suas des-
cobertas, um aspecto onde também foi visivel a falta de experiéncia dos alunos. Estes evi-
denciaram dificuldades em iniciar a elaboragdo do relatorio da primeira tarefa, apesar das indi-
cacles e sugestdes que lhes foram disponibilizadas em forma de guido. Os relatorios pro-
duzidos inicialmente valorizavam sobretudo os produtos relativamente aos processos, redu-
zindo-se a uma enumeragdo das descobertas feitas, sem explicagdes das mesmas ¢ sem apre-
sentar quaisquer justificagdes. A qualidade destes relatorios foi melhorando progressivamente
ao longo do semestre, em parte devido a compreensdo que os alunos iam adquirindo dos pro-
cessos associados a esta actividade, mas também com o auxilio dos comentarios feitos pela
professora. No entanto, os alunos evidenciaram sempre uma grande dificuldade na expresséo
escrita, a avaliar pelos seus comentarios nas entrevistas:

O que mais desagradou foi o facto de ndo conseguirmos escrever tudo o que
pensamos e todo o nosso raciocinio. (Pedro)

O facto de as vezes o relatério ndo transmitir todo o trabalho realizado
porque ndo sabemos escrever exactamente para transmitir tudo o que foi tra-
balhado.(Miguel)

Por vezes ¢ complicado passar para o papel todos os raciocinios.(Reinaldo)

Verificamos, assim, que os alunos experimentaram dificuldades significativas numa fase
inicial, tendo conseguido superar muitas delas com o decorrer da experiéncia. Estas difi-
culdades ndo levaram a uma atitude negativa da generalidade dos alunos em relagdo a este tipo
de trabalho. Pelo contrario, a maioria dos alunos mostra satisfagdo com a realizacdo das tarefas
de investigacdo, apontando razdes relativas sobretudo a motivag@o e a promogao do raciocinio
e da aprendizagem:

No meu ver, acho que as tarefas foram uma mais valia no estudo da Mate-
matica.

Para os alunos adquirirem os conhecimentos matematicos ¢ necessario que
se sintam muito motivados e as tarefas de investigagdo fazem com que os
alunos se motivem e tenham interesse em resolver tarefas.

Ao inicio foi um bocado complicado, ndo sabiamos como deviamos pensar
para resolver os exercicios, mas ao longo das tarefas o raciocinio ficou mais

facil e rapido.

E um processo de obrigar os alunos no raciocinio e disputa deste nas
melhores solugdes de resolugdo do problema o que concretiza o objectivo da
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Matematica no treino da agilidade mental, beneficiando bastante compara-
tivamente aos processos de memorizagdo de matéria.

A CONCLUIR

Os resultados obtidos nesta experiéncia pedagogica evidenciam as potencialidades das
actividades de investigacdo no processo de ensino-aprendizagem dos alunos e a possibilidade
da sua integracdo na sala de aula, nomeadamente no dominio da Analise Numérica. A
exploragdo das tarefas propostas, desenvolveu nos alunos o espirito investigativo e a com-
preensdo de varios processos matematicos que caracterizam a actividade matematica — nomea-
damente a importancia de procurar formular conjecturas e também de justificar e demonstrar as
afirmagdes matematicas. Isto ¢ de registar se tivermos em conta que a capacidade de pensar
matematicamente ¢, pelo menos, tdo importante como o dominio de conhecimentos mate-
maticos especificos (Oliveira, Segurado & Ponte, 1998). Os processos de registo e organizagio
dos dados, a especializagdo e a formulagdo e teste de conjecturas foram utilizados de forma
semelhante pelos dois grupos de alunos e foram aqueles que surgiram mais automatica e fre-
quentemente durante a sua actividade. Ja o uso dos processos de justificagdo e demonstragdo
apresentou diferengas, tendo uma presenca muito reduzida e surgindo poucas vezes esponta-
neamente num dos grupos. No entanto, evidencia-se o facto de, ao longo da experiéncia, os
alunos terem gradualmente tomado conhecimento dos varios processos matematicos de que se
podem servir para progredir na exploragdo das tarefas propostas.

As tarefas serviram ainda para focar diversos temas programaticos da disciplina de Analise
Numérica, facilitando o estabelecimento de ligacdes entre eles e dando aos alunos uma pers-
pectiva integrada da Matematica. Os resultados do estudo mostraram ainda que determinados
conceitos foram, frequentemente, construidos pelos alunos que passaram, assim, a desem-
penhar um papel activo no processo de ensino e aprendizagem desta disciplina. O grande
empenho e o esforgo desenvolvido pelos os alunos parecem ter contribuido também para uma
melhor compreensdo dos assuntos com que trabalharam.

No que diz respeito aos factores que podem influenciar a utilizagdo dos processos mate-
maticos, destacaram-se a natureza da tarefa, o trabalho de grupo, a atitude da professora ¢ a
utilizagdo da maquina de calcular. As principais dificuldades dos alunos foram sentidas nas
primeiras tarefas de investigag@o e prendem-se, sobretudo, com a interpretacdo do enunciado
(saber o que ¢ para fazer) e com o registo escrito dos seus raciocinios. Apesar das dificuldades,
os alunos envolveram-se nestas actividades com entusiasmo e interesse e demonstraram um
elevado nivel de satisfagdo, referindo vantagens ao nivel da motivagdo, da promogdo do
raciocinio e da aprendizagem.

Os resultados obtidos nesta experiéncia conduzem, assim, a uma avalia¢do positiva do
papel que as actividades de investigagdo podem desempenhar na aprendizagem dos alunos, e
sugerem a possibilidade da sua integracdo na sala de aula, como estratégia alternativa a con-
vencional em disciplinas de Matematica do ensino superior.
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ACTIVIDADES DE INVESTIGACAO NA APRENDIZAGEM DE ANALISE NUMERICA

RESUMO:

A realizagdo de actividades de investiga¢do nas disciplinas de Matematica no ensino superior
pode contribuir para a compreensdo e consolidagdo de conceitos e para desenvolver o pen-
samento matematico dos alunos. O presente estudo indica os resultados de uma experiéncia de
ensino em Analise Numérica em cujas aulas foram propostas diversas tarefas de investigacao.
O seu objectivo ¢ compreender os processos matematicos utilizados pelos alunos na realizagdo
destas tarefas e perceber o seu valor na promogdo da sua aprendizagem. O estudo usou uma
abordagem de investigacdo qualitativa baseada em estudos de caso de grupos de alunos. Os
dados foram recolhidos, ao longo do 1.° semestre do ano lectivo de 2005/06 através de
observagdo participante, registos audio do trabalho de grupos de alunos, relatérios de inves-
tigagdo elaborados pelos alunos e entrevistas realizadas apds as tarefas. Os resultados obtidos
nesta experiéncia de ensino conduzem a uma avaliagdo positiva do papel que as actividades de
investigagdo podem desempenhar na aprendizagem dos alunos, nomeadamente em Analise
Numérica, e sugerem a possibilidade do seu uso na sala de aula como estratégia alternativa as
convencionais.

Palavras-chave:
Actividades de investigacdo; Ensino superior; Processos matematicos; Matematica; Analise
Numérica; Aprendizagem.

INVESTIGATION ACTIVITIES IN LEARNING NUMERICAL ANALYSIS

ABSTRACT:

Carrying out investigation activities in higher education mathematics courses may contribute
for students’ understanding and consolidation of concepts and to develop their mathematical
thinking. The present study reports the results of a teaching experiment in numerical analysis in
which classes investigation tasks were proposed. Its aim is to understand the mathematical pro-
cesses used by students in doing these tasks and analyze their value in promoting students’
learning. The study used a qualitative approach based in case studies of groups of students.
Data were collected during the first semester of the academic year of 2005/06 through partici-
pant observation, audio recording of the work of groups of students, students’ reports of inves-
tigations and interviews carried out after the tasks were completed. The results of this teaching
experiment lead to a positive evaluation of the role that investigation activities may play in
students’ learning, particularly in numerical analysis, and suggest the possibility of its use in
the classroom as an alternative strategy to the conventional ones.

Key words.

Investigation activities; Higher education; Mathematical processes; Mathematics; Numerical
analysis; Learning.
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ANEXO

TAREFA 1 - ARTE DE MARINHEIRO

A arte de marinheiro consiste em saber aparelhar um navio a preceito. No tempo da nave-
gacdo a vela, saber esta arte equivalia a possuir um diploma de instrug@o profissional. Ao con-
trario dos dias de hoje ndo havia marinheiro que ndo soubesse todos os segredos sobre cabos e
nos.

O aparecimento de nds iguais em partes diferentes do globo leva-nos a concluir que alguns
deles foram inventados independentemente. Julga-se que ja eram usados na pré-historia pelos
homens das cavernas. O nd mais antigo que se conhece foi descoberto em 1923 numa turfeira
na Finlandia e cientificamente datado de 7200 a.C. Também se sabe que os antigos Gregos,
Egipcios e Romanos usavam noés com alguma complexidade nas construgdes de edificios,
pontes e fortificagdes pelo que ndo ¢ licito julgar que apenas os marinheiros sdo detentores
desta arte. No que respeita ao seu uso na marinha existem registos escritos pelo menos desde o
séc. XVII, mas desenhos e figuras mostram que o seu uso ¢ muito anterior a este periodo.

Nos, voltas, falcagas, mios, costuras, botdes, pontos, pinhas, gachetas e cochins, sdo
alguns dos trabalhos da arte de marinheiro. Os nds sdo usados quando se pretende unir um
cabo a outro, ligar os chicotes do mesmo cabo ou fixar um cabo a qualquer objecto (ex: cabego,
cunho, etc.). Nem sempre se aprendem pelos livros: fazem-se, desfazem-se e tornam a fazer-se
sempre que seja possivel.

Como futuros oficiais de Marinha ndo podem deixar ficar mal o vosso comandante quando
este vos pede ajuda em alguns calculos...

Q1. Tornou-se necessario comprar cabos de amarracdo, pelo que ¢é preciso escolher, entre trés
bitolas diferentes, duas que permitam passar dois cabos por uma buzina de 10 cm de dia-
metro. Os cabos C1, C2 e C3 tém bitolas, respectivamente, de 4, 5 ¢ 5,5 cm. Tendo em
conta que as condi¢des de utilizacdo a que os cabos estdo sujeitos (humidade, sol, etc.)
podem influenciar em 10% a sua bitola, verifique quais os cabos que poderia escolher.

Q2. Na realizagdo de trabalhos de arte de marinheiro as dimensdes dos cabos poderdo ter que
ser subtraidas, multiplicadas e divididas. Serdo capazes de determinar quais os novos limi-
tes para a bitola de um cabo resultante das operagdes acima mencionadas?

Q3. Durante uma navegacédo foi encontrado um objecto de forma conica cujo volume pode ser
obtido por V= ™ p2 2y Verificou-se que R =30 = 0,3 cm, r=20 = 0,4 cm ¢ H = 40
3

* 0,5% cm. Determine um valor aproximado de V e um majorante para o erro, com 2 alga-
rismos relevantes.
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Q4. Sera possivel generalizar o que se passa com as operagdes elementares para o calculo de
erros para outras funcdes?...
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TAREFA 2 - AGUAS AMEA CADAS

A poluigdo das aguas ¢, actualmente, um problema mundial muito preocupante. Lembram-
se, com certeza, do desastre do Prestige, em Novembro de 2002... Com o crescimento do
comércio maritimo estas catastrofes tém ocorrido cada vez em maior nimero.

Ja no principio do séc. XX, com o inicio do transporte a granel de hidrocarbonetos por via
maritima, verificou-se que esta pratica comportava alguns riscos. No entanto, s6 com os pri-
meiros grandes acidentes ¢ que esta questdo comecgou a merecer a atengdo e preocupacgdo da
opinido publica.

Apesar da poluigdo das aguas poder ser acidental, a maior parte das vezes deriva de pro-
dutos lancados, de forma ndo controlada e de origem diversa (poluig¢do industrial, agro-
pecuaria, doméstica, etc.) com elevadas quantidades de substincias quimicas e toxicas e, por
isso, extremamente venenosas. Essa dgua ¢é langada, directa ou indirectamente, nos rios,
ribeiras, lagos, albufeiras e oceanos, onde provoca graves alteracdes nos ecossistemas, com a
morte de muitas espécies animais e vegetais. A recolonizagdo lenta e progressiva do meio
aquatico sé tem inicio apods a dissipacdo da poluigdo. O intervalo de tempo necessario a recu-
peragdo do ecossistema depende de numerosos factores e varia consoante o caso.

O numero de individuos de uma populagido (de determinada espécie) pode ser obtido,
durante um periodo de tempo, pela seguinte fungéo:

N(®) = Nye +%(e“ -1

Sendo v a taxa anual de imigracdo, A a taxa anual de natalidade da populagdo ¢ Ny o
nimero de individuos no instante inicial.

Quando estas catastrofes ocorrem em &aguas interiores, os efeitos nos ecossistemas sdo
mais graves, devido a dificuldade de renovagéo e depuragdo das aguas. Foi o que se passou, em
1969, quando uma mancha de 6leo flutuante no rio Cuyahoga queima durante horas em Ohio,
onde o rio desagua no lago Erie. Os jornais declararam “O lago Erie estd morto”.

Investigadores determinaram que, nesse momento, a populagdo de uma espécie de peixe
possuia um milhdo de individuos, 281x10° imigraram para a comunidade durante o primeiro
ano e ao fim de um ano existiam 1,780x10° individuos nessa populagio.

Q1. Represente graficamente a fungdo N8t) ¢ encontre um intervalo [a,b] que contenha um

valor aproximado para a taxa de natalidade da populacdo. Associe-lhe um erro.

Q2. Como varia o erro em funcdo da amplitude do intervalo escolhido?

RE, Vol. XVI, n° 2, 2008 | 29



Q3. Partindo do intervalo escolhido na Q1 como podera obter aproximagdes sucessivas (e mais
exactas) para o valor da taxa de natalidade da populagao?

Q4. Sera possivel generalizar procedimentos de forma a propor um método de aproximagao de
uma raiz de uma equag@o ndo linear?
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TAREFA 3 - AINDA 0S LAGOS...

Através de monitorizagdo, obtiveram-se alguns dados relativos a evolugdo de uma popu-
lagdo de bactérias anaer6bias no lago Erie, com os quais se pretende descrever o crescimento
da referida populagao.

t (horas) 2 3 4 5 6 8

p (x10°) 90 150 235 400

Q1. Como podem verificar houve falhas no registo correspondente a algumas horas. Como
completariam a tabela?

Q2. Sugira um modelo matematico que descreva a evolugdo da populagdo no periodo consi-
derado.

Q3. Qual seria a previsdo do namero de individuos dessa populagdo para as proximas 2 horas?

Q4. Suspeita-se que a partir da décima hora o crescimento da populagdo segue outro padrao.
Verifique se os dados seguintes confirmam a especulagdo e sugira uma forma de descrever
a evolugdo da populagdo neste novo periodo.

t (horas) 10 11 12 13

p (x105 550 710 940 1100

TAREFA 4 - QUEM VAI PARA O MAR...

Antes de iniciar uma missao, o imediato do navio onde o vosso grupo se encontra tem que
garantir que o mesmo transporta agua doce suficiente para as necessidades da sua guarnicéo.
Durante uma opera¢do de enchimento mediu-se a taxa do fluxo de agua (caudal) para um
tanque durante periodos sucessivos de 1 minuto. Os valores estdo na tabela seguinte:

Tempo (min) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Q (I/min) 230 | 300 | 320 | 330 | 320 | 290 | 250 | 200 | 160 | 120 | 90

Q1. Como pode estimar a quantidade de d4gua que entrou no tanque durante o primeiro minuto.
E nos cinco primeiros minutos?
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Q2. Durante o enchimento houve um alerta e o navio tem de largar no final dos 10 minutos. O
imediato sabe que necessitava de encher 2,46 toneladas para garantir as necessidades
minimas sem racionamento, durante esta missdo, pelo que pretende conhecer uma apro-
ximacdo da quantidade de 4gua que entrou no tanque durante esse periodo. Deve o ime-
diato determinar algum racionamento se a estimag@o for baseada em dois tempos dis-
tintos? E se for baseada em 3?

Q3. Como varia o erro em funcdo dos pontos utilizados na estimagao?

Q4. Sera possivel generalizar procedimentos de forma a propor modelos de integragdo (ou
modelos para o célculo do valor de um integral)?
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