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A aprendizagem da Matematica no se limita
apenas a apreenséo de conceitos e técnicas para
posteriormente usar em estudos de novos congcei-
tos ou técnicas (mais avancados) ou em simples
aplicagbes na vida prética. A forca motora do
desenvolvimento da ciéncia Mateméatica séo 0s
problemas e no é porisso de estranhar que a acti-
vidade de Resolugfo de Problemas constitua uma
importante orientagfio curricular para o ensino
desta disciplina. Trata-se assim de permitir ao
aluno que este lide também com situagbes com-
plexas, enfrente dificuldades, tome decisbes, corra
riscos e viva momentos genuinos de descoberta.

Um problema consiste numa tarefa para a qual
o aluno nao dispbe de um método imediato de

resolugfo, mas em cuja solucho se empenha acti-
vamente. Distingue-se deum simples exercicio na
medida em que esteexigeapenasa aplicaghodeum
método de resolugéo ja bem conhecido.

No entanto, devido talvez a grande amplitude
do movimento criado & volta da Resolucdo de
Problemas, nem todos 05 que s@ debrugam sobre a
sua introdugio na préatica educativa partilham
necessariamente ag mesmas perspectivas. Para
alguns, parece tratar-se essencialmente duma
solugdo que podera ajudar, quicd de forma deci-
siva, a acabar com 0 insucesso no ensino desta
disciplina. Para oufros, a sua inclugfo nas orien-
tagdes curriculares constitui acima de tudo mais
um problema que & necessario considerar nas suas
diversas implicagoes, incluindo o desenvolvimento
das capacidades dos slunos e sua avaliagio, e &
formacho de professores.

A RESOLUCAO DE PROBLEMAS
NO ENSINO DA MATEMATICA

A Resolugio de Problemas constitui um impor-
tante conceito na Didéctica da Matemética. No
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entanto, é um conceito com um passado significa-
tivo e néo isento de ambiguidades.

A Resolugio de Problemas
como Orientacéo Curricular

Como conceito educativo, a Resolugio de Proble-
mas tem atrés desiuma longa histéria. Ja era dis-
cutida no principio do século por tedricos da edu-
cagfio como John Dewey (veja-se 0 sel How We
Think, 1910). Mereceu por exemplo nos anos 40
grande atenc@o da parte de educadores como
William Brownell que sohre ela escreveu em ter-
mos de investigagéo e de sugestdes didaticas (ver
Lester, 1980 b). Mas foi a partir dos escritos e da
acedo do grande matematico George Polya (nota-
velmente do seu livro, How fo Solve It, publicado
originalmente em 1945), que esta actividade comegou
a gser olhada como fundamental no ensino desta
disciplina.

Aideia de problema tem profundas tradiges no
ensino da Matemética. Assim, por exemplo, 0 ensino
classico da Geometria, que em tempos idos consti-
tuia a parte de ledo dos programas a nivel secun-
dario, andava muito 4 volta de problemas, em
especial, dos célebres problemas de construgéo
com régua e compasso. Os antigos exames, tanto a
nivel liceal, como na admisséo & Universidade,
baseavam-se igualmente em problemas, muitos
dos quais de dificil resolugéo.

Com a reforma do ensino conhecida por Mate-
méatica Moderna, na década de 60, a atengao ia
mais para os conceitos e as estruturas. A grande
preocupagao era ensinar o mais cedo possivel as
matérias mais abstractas e mais avancadas. O
papel privilegiado atribuido as estruturas mais
pobres, nomeadamente de natureza algébrica, néo
favoreceu o degenvolvimento de actividades rela-
cionadas com 08 Processos mais complexos de
pensamento como a Resolugéo de Problemas.
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Mas quando esta forma enirou em declineo, em
meados da década de 70, a Resolugfo de Problemas
emergiu como uma orientacio pedagdgica alterna-
tiva. Assim, em 1976, em plena época da reacgdo
back to basics, a Resolugdo de Problemas foi incor-
porada na lista de competéncias bésicas (basic
skills) relativas 4 disciplina da Matemdtica apre-
gsentada pelo National Council of Supervisors of
Mathematic (NCSM, 1976).

Pouco depois, a Associaco de Professoes de
Matematica dos KUA (NCTM, 1980) propunha um
conjunto de grandes orientagfes curriculares, entre
as quais sobressafa logo em primeiro lugar a ideia
de que «a Resolucéo de Problemas deveria consti-
tuir o foco da Matematica escolar» (p. 2). O NCTM
propunha que «o curriculo de Malemaética fosse
organizado em torno da Resolugdo de Problemas»
(p. 2), dando uma atengéio muito especial as apli-
cagles da Matemadtica,

Um movimento semelhante teve lugar noutroes
paises. Por exemplo, em Inglaterra surgia em 1982
o relatorio Coekroft (Mathematics Counts), defen-
dendo igualmente que a Resolucdo de Problemas,
incluindo a aplicagfio da Matematica a situacgbesdo
dia-a-dia, deveria constituir uma das actividades
fundamentais a degenvolver no ensino desta diseci-
plina,

Portugal, participou activamente na Matemaética
Moderna, especialmente devido & accie de José
Sebastiao e Silva, que, diferenciando-se das orien-
taghes entdo mais prevalecentes, tinha em alta
consgideragio a Resolugéio de Problemas (Silva,
1978). Apds a morte de Sebastido e Silva, Portugal
isolou-ge do movimento internacional do ensino da
Matematica, situagio que durou até ao prineipio
da década de 80. Durante este interregno pouco se
publicou no nosse pais que possa ser referenciado
como «Didactica da Matematica», Mas sabe-se que
nessa altura as atengfes principais iam para os
aspecto marcadsmente cientificos, a psicologia da
aprendizagem e a chamada «pedagogia por ohjec-
tivos»,

Com o reatar das relagfes internacionais e uma
reafirmagcio dopensamentono Ambito dadidactica
desta disciplina, come¢aramnaturalmente a terde
novo eco as ideias relativas &4 Regolucdo de Proble-
mas.

No I Encontro Nacional da Sociedade Portu-
guesa de Matematica, Duarte, Silva e Queird (1981),
relatando uma experidneia realizada na Regibe
Centro, discutiam o interesse da realizagio de con-
cursos de problemas do tipo «Olimpiadas» para
chamayr a atencfo para a Matemética, fentando
desse modo estimular o interesse dos alunos. Trata-
va-se de explorar, fundamentalmente numa légica
de extensfo extra-lectiva, as potencialidades moti-
vacionais dos problemas.

Numa perspectiva algo diferente, mais direc-
tamente ligada & pratica pedagégica, Ponte e
Abrantes (1982) defendiam a necessidade de rea-
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guacionar ¢ ensino desta disciplina, dando um
papel-chave aos problemas. O estudante deveria
ser chamado a uma participagfo activa, assumindo
opapel domatematico. Um problema pode motivar
outros problemas, e desta actividade surge de
forma viva a Matemética. A resolugéo de proble-
mas era assim vista como parte integrante do tra-
balho normas desta disciplina, contando para ava-
liacdo. E davam-se diversas sugestdes de natureza
didéctica, entre as quais a pratica do problema da
semana.

O interesse por este tema creseeu muito rapida-
mente. Particularmente desde 1986, data da criagfio
da Associa¢do de Professores de Matemaética, a
Resolucéio de Problemas tem vindo a ser objecto de
nurercsos artigos da mais diversa natureza: enun-
ciados de problemas e sua discusséo, propostas de
actividades a realizar com os alunos, relatos de
experiéncias, etc.. Dos documentos produzidos
destaca-se especialmente um conjunto de orien-
tagbes curriculares (APM, 1988), na qual a Resolu-
¢fo de Problemas é apresentada como «uma linha
de forca que, «atravessando» todo o currfculo,
(dever4 orientar) a definicéo dos seus objectivos, a
proposta de metodologias, a selecgfo dos contetdos
e processos de avalialgéo» (p. 32).

Ensino enrviquecido com problemas

A literatura portuguesa e internacional sobre a
Resolugio de Problemas mostra que esta actividade
pode ser encarada de forma bem diversa nos pro-
gramas de Matemética e na pratica pedagégica dos
professores. Uma. primeira perspectiva situa-se
essencialmente numa linha de continuidade em
relagdo ao ensino actual. Reconhecendo que ha
aspectos que deverdo mudar, considera igualmente
que ha outros aspectos que terfo de permanecer,
Podemos talvez chamar-lhe ensino «enriquecido»
com problemas.

Esta linha de pensamento sublinha que a ideia
de problema néo é de facto novano ensino da Mate-
mética. Considera mesmo que tanto no passado
recente como hoje em dia, de algnma maneira, os
problemas ja tém um lugar no ensino da Mate-
mética. Estdo presentes associados & proporcio-
nalidade, as equacdes e sistemas de equagdes, a
andlise combinatéria, as probabilidades, 4 trigono-
metria, e mesmo a outros contetidos programéti-
cos, Considera contude que os problemas, embora
presentes nos programas, tém uma importincia
bem mais reduzida do que seria desejavel.

Assim, o que serd de pdr em causa é a variedade,
a quantidade e a natureza dos problemas — néo
propriamente a sua existéncia. Serd de questionar
se, para além dos problemas usualmente propos-
tos, ndo se poderiam propor outros, de outros tipos.
Se nfo se deveriam propor mais problemas. Se
alguns prohlemasnfo sdo mal escolhidos. Senéose




deveria alargar o conceito de problema, deformaa
envolver, por exemplo, actividades de modelagéo
de situacdes da vida real. Sobretudo, o que parece
estar mal é a total inexisténcia de uma «cultura»
sobre resolugdo de problemas como actividade
pedagdgica.

Nesta perspectiva, 0s problemas séo vistos como
requerendo conhecimentos de base, conceitos e
técnicas, cuja aprendizagem néo deve ser descu-
rada, O curriculo de Matemética continuara orga-
nizado por temas de trabalho hem definidos, nos
quais sobressaem coneeitos-base, mas muito mais
atencio ¢ dada aos problemas, indicando clara-
mente como se articulam com 03 restantes conte(i-
dos e actividades, e dando indicagbes acerca da
forma como a sua resolugho devera ser conduzida.
A resolugio de problemas nio é-tudo. ¥ uma
actividade importante mais é uma actividade ao
lado de outras.

Parece ser esta a visdo do NCTM (1980) quando
diz que «<a Mateméticaa ensinar{néo deveservista
apenas) como a Matematica necesséaria num dado
momento para resolver um dado problema. A
unidade estrutural e as inter-relagdes do todo néo
devemn ser sacrificadas» (p. 2). E acrescenta: «08
programas de Matematica devem ser concebidos
para equipar os alunos com 08 métodos matemati-
cos gue suportam todo o tipo de resolugao de
problemas, incluindo os conceitos tradicionais e
téenicas de caculo (..), os sistemas de nimeros
racionais e reais, a nogao de fungho, 0 uso de
simbolismo matemaético para descrever situagbes
da vida real, o uso de raciocinio dedutivo e
indutivoparatirar conclusoes acerca destas rela-
¢bes, e as nogdes geométricas tao fiteis para as
representar...» (p. 2-3).

Os problemas como ponto de partida
para a aprendizagem

Numa segunda perspectiva, a ideia-chave é que
é preciso «partir de problemas». Por exemplo, em
APM (1988) defende-se que «0 conhecimentomate-
matico deve emergir dos problemas e da expe-
riéneia com a resolucgfo de problemas» (p. 443,
entendendo-se por problemas uma variedade de
situagbes, de natureza explicita ou apenas poten-
cialmente problemética.

A organizacdo de base do processo de ensino/
japrendizagem serd agora diferente: os contetidos
tradicionais poderio ser substituidos por «grandes
temas de trabalho». Havera menos matéria expli-
citamente prescrita (tanto em termos de conceitos
como em termos de competéncias), e por comn-
sequéncia mais variabilidade e flexibilidade cur-
ricular. Num caso limite, poder-se-4 chegar a
um «curriculo organizado por actividades»
(embora fique em aberto saber quais os fioscon-

dutores que dardo coeréncia a esse tipo de curri-
culo).

Como ajudar os alunos
a desenvolver a sua capacidade
de resolver problemas

Para além de se propor aos alunos problemas
para resolver é preciso pensar como é que estes
podem desenvelver as suas capacidades. Seré con-
veniente ensiné-los explicita e deliberadamente a
resolver problemas? Uma preocupagio com este
aspecto pode fundamentar uma terceira hipdtese
de orientagéio curricular e geréd desenvolvida em
porinenor um pouco mais adiante.

Notemos no entanto de passagem, que em Por-
tugal a questdo das actividades de ensino mais
adequadas ao desenvolvimento das capacidades de
Resolugéo de Problemas tem sido um assunto
muito pouco discutido. Parece haver um certo
receio de que ao procurar-se ensinar a Resol-
ver Problemas se reduza inevitavelmente a «dar
receitas», tirando a graca aos problemas, que-
brando teda a mistica do processo e reproduzindo,
ao fim e ao cabo, o esquema do ensino mais tra-
dicional.

Antes de prosseguir, vejamos ainda alguns
aspectos de terminologia. A distingéo entre problema
e exercicio (ja referida) é consensualmente aceite,
mas ndo parece ser entendia por todos da mesma
maneira. Para alguns esta distingho parece simples
e 6bvia, enquanto outros sublinham que nao hé
uma linha diviséria clara mas antes diversos esca-
l6es intermédios, sendo algumas questdes dificies
de classificar. E no que se refere ac papel educa-
cional dos exercicios as divergéncias parecem Ser
irreconeilidveis: praticaabanir, pratica ausarcom
alguns cuidados, ou meio por exceléncia de apren-
dizagem da Matemética?

Duas outras clarificagbes s@o igualmente
importantes. Uma refere-se a distingéo entre um
problema e uma situagdo problemdtica {ou
investigagdo ou exploragdo). Num problema existe
uma formulagio mais ou menos explicita do que
& dado e do que é pedido. Numa gituacéo proble-
mética existe um grau grande de indefinicho
acerca deum e outro, pressupondo-se que cabe
ao proprio aluno um papel importante na sua
preciséo.

Por outro lado, é pertinente distinguir entre
os problemas puramente matemdiicos e 08 pro-
blemas da vide real, porque a sua resolucéo
envolve processos de raciocinio bem diferenciados.
Nao sfo raros os autores que consideram apenas
problemas puramente mateméticos, embora, como
vimos, tanto as orientagbes do relatério Cockeroft
(1982), como do NCTM (1980) e da APM (1988)
sublinhem a importéncia de considerar ambos 0s
tipos.

o7




O ENSINO DA RESOLUCAO
DE PROBLEMAS

Sendo importante que os alunos sejam capazes
de resolver problemas, interessa saber como se
pode conseguir que eles desenvolvam as suas capa-
cidades. Infelizmente, a investigacio a este res-
peito ndo é muito conclusiva, embora isso se possa
por vezer ficar a dever mais a deficiéncias da
metodologia (tempo de intervencio muito curto,
instrumentos de avaliagio pouco sensiveis e pouco
rigorosos) do que a limitagies intrinsecas as préprias
propostas didacticas ensaiadas.

Mas ndo devemos ficar surpreendidoes pelo facto
de nfo surgirem resultados simples e facilmente
aplicaveis. Nio é de admirar que seja complicado
ensinar os alunos a melhorar de forma substancial
a sua capacidade de resolver problemas. Ao fim e
ao cabo, ensinar a resolver problemas ha-de ser
bem mais dificil do que ensinar a caleular o valor
de expressies numéricas ou resolver equacées do
1.2 grau! Mas vejamos brevemente as diversas
abordagens que {8m sido propostas.

Nalinha das sugesties de Polya (1945), o ensino
de Heuristicas (erats, constitui uma das pro-
postas mais conhecidas. Heuristicas gerais sfo
grandes sugestdes ou estratégias, corresponden-
tes a «operagfes mentais», em principio aplicdveis
a muitos problemas, cuja consideragio podera aju-
dar na sua resolucio. Polya (1945) propunha um
modelo em que a resolugéo de um problema era
decomposta em quatro fases, cada uma das quais
com o seu conjunto associado de heuristicas,

O alcance das heuristicas pode variar, Estas
podem ser mais gerais, como as indicadas por
Frederiksen (1984), ou mais especificas como as
sugeridas por Polya (1945), Schoenfeld (1980) ¢
Wickelgren (1974). Entre as heuristicas mais espe-
cificas podemos indicar por exemplo: ¢) desenhar
um diagrama; b) procurar regularvidades; ¢) esta-
belecer objectivos intermédios; d) trabalhar do fim
para o principio; ) usar tentativa e erro; f) provar
por contradigfio; g) tentar usar o método de indugo;
#) reduzir o niimero de variaveis; ete,, Cada uma
destas heuristicas pode ser particularmente Gtil
para certos problemas e basicamente irrelevantes
para outros,

A questio é que muitas vezes néo é 6bvio qual é
a heuristica mais apropriada para ajudar a resolver
um dado problema. O aluno pode ter muita difi-
culdade tanto em a seleccionar como em a aplicar.
Para Lesh (1985), compreender wmna dada heuristica
ou processo significa: @) saber quando deve ser
usada; b) saber como se relaciona com outras heu-
risticas; ¢) saber que concretizagfio dessa heuristica
melhor se adequa a uma dada situagéo; e d) saber
que a heuristica pode servir diferentes funges em
diferentes pontos do processo de resolugdo do
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problema. Apesar disso, este modelo tem servido
de base & maior parte do trabalho realizado com
vista a melhorar as capacidades dos alunos na
resolugéo de problemas, muito em especial dos
alunos dos niveis etdrios mais avangados (ver, por
exemplo, Shoenfeld, 1980).

O Desenvolvimento de Capacidades Instrumen-
tais especificas (specific tool skills) constitui uma
segunda abordagem (Lester, 1980a, 1980b). Estas
capacidades correspondem a técnicas que devem
ser dominadas para queuma dada estratégia geral
possa ger usada, Blasfacilitam o planeamentodum
ataque, ajudam a organizar a informagéo rele-
vante, e ajudam a encontrar uma estratégia. Em
geral, procura-se ensinar técnicas como construir
uma tabela, traduzir frases da linguagem corrente
em forma simbélica, desenhar diagramas, esti-
mar, construir equagdes, classificar dados. Por
exemplo, um professor pode demonstrar como cons-
truir uma tabela ajuda a resolver um dado problema.
Indica como a tabela permite organizar e manter o
controlo da informacéo. Posteriormente os alunos
praticam a leitura e construgfo de tabelas e resolvem
problemas para os quais as solugdes sfio facilitadas
pela construgdo de tabelas (Lester, 1980b).

Estimular no aluno o desenvolvimento das suas
competéncias no que respeita aos Processos Meta-
cognitivos constitui uma terceira possibilidade de
melhorar a sua capacidade de resolugéo de proble-
mas. Os processos metacognitivos tém a ver como
pensamento acerca do préprio pensamento. Pode-
mos identificar duas vertentes. Por um lado, o
conhecimento dos conhecimentos, respeitando ao
que a pessoa sabe acerca das suas préprias capa-
cidades e recursos, assim como das suas concepgies
sobre a Matematica. Por outro lade, a gestdo ou
controlo dos conhecimentos diz respeito 4 forma
como toma decisdes para seleccionar e gerir estra-
tégias e acgbes praticas com vista & resolugéo de
um problema (Fernandes, 1989).

Alguma investigacfo realizada no quadro da
chamada ciéncia cognitiva aponta no sentido de
que as actividades metacognitivas desempenham
um papel fundamental no 8&xito ou fracasso na
resolugdo de um dadoproblema, Assim, Fernandes
(1989) refere trés razdes para procurar desenvol-
ver os processos metacognitivos dos alunes: a) tor-
nando-se mais conscientes dos seus conhecimen-
tos, eles podem usé-los de forma mais sistemética
eorganizada; b) facilitar-lhes a capacidade de usar
uma maior variedade de estratégias, de forma
mais flexivel; e ¢} leva-los a corrigir concepgdes e
convicedes erradas.

A Demonstragdo pelo professor da formulagéo
duma estratégia e da execugio dos passos relevan-
tes, exemplificando com problemas seleccionados,
constitui uma quarta forma de ensinar os alunos a
resolver problemas (Lester, 1980b). E, finalmente,
outra abordagem d4 grande importancia & Prdticg
da Resolugio de Problemas por parte do aluno. E




uma actividade considerada fundamental mesmo
entre os proponentes de algumas das propostas
anteriores (por exemplo, Wickelgren, 1974). Entre
os problemas propostos, alguns poderao ter mais
de uma resposta, outros poderdo néo ter solugéo.
Alguns problemas podero ser resolvidos por mais
de wm processo. Alguns problemas podem de algum
modo estar relacionados com outros, constituindo
por exemplo suas extensdes. Os alunos poderao ser
encorajados a resolver um certo nimero de proble-
mas por semana ou por més, sendo alguns destes
depois discutidos com toda a turma (Lester, 1980b).

Qual dos métodos é mais indicado pode depen-
der do grupo de alunos em causa, da sua expe-
riéneia anterior em resolucio de Problemas, da
sua capacidade em Matematica, do seu nivel etério,
ete.. Lester (1980b), considera ndo existir evidéncia
que indique superioridade de método sobre qualquer
outro, e recomenda que se use uma combinagéo de
todos eles. Uma proposta concreta de um sistema
instrucional com diversas componentes é apresen-
tada, por exmeplo, em Charles (1982).

Mas para além dos métodos ha ainda a questio
dosrequesitos. Aimportincia dumabase de conhe-
cimentos sélida como pré-requisito para uma boa
capacidade de Resolugfo de Problemas é subli-
nhada por numerosos autores (Fernandes, 1989;
Frederiksen, 1984). Kantowsky (1977), umainves-
tigadora que estudon o processo de utilizagio
de estratégias heuristicas por parte dos alunos,
indica que um minimo de enraizamento em con-
tetidos pode ser necessério para gue as heuristi-
cas tenham onde se apoiar e possam assim ser de
alguma utilidade para o processe de resolucéo do
problema. Estas observagdes sugerem uma limita-
¢fo essencial 4 ideia de que a Resolugéo de Proble-
mas poderd ser a base da aprendizagem da
Matemética. Se se pretende que os alunos con-
sigam resolver problemas significativos, uma sélida
base de conhecimentos sera fundamental, e terd
que ser adquirida pela articulagio de diversas
actividades de aprendizagem, algumas das guais
claramente orientadas para o desenvolvimento de
conceitos ou de saberes-fazer especificos.

A APLICACAO DA MATEMATICA
A SITUACOES DA VIDA REAL

Saber Matematica néo significa forgosamente
ter facilidade em a aplicar a situagbes da vida real
(ou mesmo a situagdes de outras disciplinas escola-
res), Na Matemética as questdes aparecem usual-
mente bern definidas e sfo susceptiveis de um tra-
tamento formal e rigoroso. Na vida real ja assim
n#&o acontece. As coisas aparecem normalmente
mal definidas, imprecisas, fortementeinterligadas
umascom asoutras. Sdoporissodiferentes as com-

peténcias necessérias para ter sucesso na Mate-
maética usual e nas aplicacbes. Se pretendermos
que os alunos, para além de saber Matemética, sai-
bam também como a aplicar, entdo temos de dedi-
car atencéio a ambas as competéncias no processo
de ensino/aprendizagem.

Por exemplo, Rubin, Rosebery e Bruce (1988),
ao estudar as potencialidades de diversas ferra-
mentas computacionais para o ensino da Estatistica,
concluiram que as pessoas dum modo geral néo
usam os princfpios estatisticos apropriados quando
raciocinam acerca dos acontecimentos da vida real,
preferindo usar raciocinio causal simples ou asso-
ciativo (p. 5). Segundo estes autores, as pessoas
tém uma tendéncia para interpretar as situagdes
como sendo ou de natureza estatistica ou de natureza
néo estatistica, mostrando grande dificuldade em
integrar estes dois tipos de conhecimento para
resolver problemas concretos (p. 6). Na sua pers-
pectiva, esta tensfo entre o raciocinio do dia-a-dia
e o raciocinio estatistico pode ser uma fonte signi-
ficativa de dificuldades para os alunos (p. 6).

A questdo das relagdes entre diversos tipos de
conhecimento tem uma grande importéncia na
educacio matemética e prende-se com a necessi-
dade de valorizar o conhecimento préprio dos alunos,
que estes desenvolvem fora da prépria escola.
Numa perspectiva particularmente interessante,
Lampert (citada em Rubin, et al., 1988, p. 12) pro-
poe que o processo de instrugfio procure de forma
deliberada formar e alargar as conexdes entre
quatro tipos de conhecimento:

@) o conhecimento intuitivo, obtido de forma
informal nas situacdes da vida de todos os
dias;

b} o conhecimento computacional, que espe-
cifica as regras para a manipulagéo de sim-
bolos para chegar a uma resposta numérica;

¢) o conhecimento concreto, que depende de
objectos particulares para o seu significado
(exemplo, duas moedas de 25 tostdes podem
ser trocadas por 5 escudo); e finalmente,

d) o conhecimento relacional, gue inclui o conhe-
cimento dasrelaces e principios (por exme-
plo, a propriedade comutativa) que formam
a base da Matematica.

Diversos tipos de problemas da vida real. Existe
uma grande variedade de problemas da vida real
com que podemos lidar no ensino da Matematica.
Uma forma de os classificar serd em trés grandes
tipos, de acordo com a natureza das actividades
que proporcionam, como se ilustra na Figura 1
(Ames, 1980). -

Os problemas de tipo 1 sfo situagbes do mundo
real, relativamente curtas e auto-suficientes em
termos de informagao, que usualmente péem uma
questio que tem uma solugdo simples (ou uma
familia finita de solugdes). Em principio, varios
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- Escala Relevancia
po de Tempo Pedagbgica Foco
i Virios Hustragio Matemaética
problemas duma aplicagédo
numa s6 aula ou exemplo
importante
2 Um problema Tlustragdo Situagio/
de 1abaulas de como Matemdtica
ima mesma
situaglo pode
ser estudada
de mais de uma
maneira
3 Uma Criagéo, Processo
actividade que invengdo e de
se estende por descoberta matematizagio
vArias semanas e modelagio

Figura 1— Diversos Tipos de Problemas de Aplicacio
Matemdtica e sua Relevancia Pedagégica

destes problemas podem sertratados durante uma
Gnica aula. Estes problemas contém normalmente
informagéo suficiente (ou até em excesso) para
permitir uma resolugio matemaética e podem ser
usados quando o aluno ja tem os conhecimentos
necessarios para os resolver.,

Um problema de tipo 2 é uma situacéio domundo
real, normalmente susceptivel de ser explorada de
mais de uma maneira, que pode levar de uma a
cinco aulas para estudar. A situacfo pode ser
investigada em profundidade usando diversas
téenicas matematicas (por exemplo, graficos, tabe-
las, equagbes, taxas, ete.). Segundo aquela autora,
& resolugio destes problemas tende a ser global-
mente dirigida pelo professor, mas hd normalmente
oportunidades para explicagies divergentes. O
objectivo nfo é tanto ver a Matemadtica como ins-
trumento para produzir respostas a questfes especifi-
cas mas mais como um recurso para melhor com-
preender uma situagéo real.

Finalmente, problemas de tipo 3 sdo investiga-
¢Oes abertas cuja exploragéio pode levar um tempo
considerdvel e seguir um de muitos caminhos,
Atendendo & sua natureza, podem representar
actividades e experiéncias de aprendizagem muito
diversas.

HEstes problemas tém em principio um forte
atractivo pedagégico. Favorecem uma forte impli-
cacido dos estudantes, levando-os a uma postura
muito mais participativa do gque o usual. Eles
podem assim envolver-se em actividades genuinas
de investigacéo, descobrindo coisas em que o pro-
fessor ndo tinha pensado, ganhando confianca nas
suas préprias capacidades intelectuais. No seu
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esforco especifico de pensamento e conceptuali-
zag#o, acabam de forma natural por compreender
conceitos e relagées duma forma muito mais clara
e profunda do que o que normalmente acontece
quando a aprendizagem segue um percurse com-
pletamente dirigido.

Mas estes problemas tém também os seus incon-
venientes, Por exemple, numa actividade de
investiga¢io que se pretende venha a ter uma
divulgacio e impacto exterior 4 sala de aula, o
planeamento necessariamente rudimentar pode
originar situagies imprevistas, que frequentemente
acabam por invalidar os resultados obtidos. Ha
colsas que parecem simples numa fase inicial mas
posteriormente se revelam impraticdveis. Os alunos
podem querer redefinir a actividade duma forma
profunda levando-a eventualmente por caminhos
que pouco tém a ver com os objectivos da disciplina
de Matematica. Finalmente, a logistica associada
4 recolha de dados pode tornar-gse pesada e con-
sumidora de tempo, conduzindo a um cansago gen-
eralizado, tanto dos alunos como dos professores
(Rubin, et al., 1988, p. 32).

No entanto, seja qual for o tipo de problema da
vidareal que se considere, anogio de modelo mate-
matico assume sempre uma importéncia decisiva.

O PROCESSO DE MODELACAO

A Matemética é aplicada &s mais diversas dreas
explicita ou implicitamente através da nocio de
modelo. Um modelo matemdtico constitui uma
representacio duma dada situagfe, objecto ou
fenémeno através de objectos, relagdes e estrutu-
ras com que se descrevem os seus elementos que se
consideram fundamentais, ao mesmo tempo que se
ignoram deliberadamente os elementos tidos como
secunddrios. Um modelo matematico pode ter
diversas formas, mas na sua forma mais usual é
constitufdo por variaveis, relagies enfre essas varia-
veis e as respectivas taxas de variagio.

Nos problemas de tipo 3, ou seja, nas situacdes
mais gerais de problemas da vida real, temos de
considerar explicitamente o processo global de
cosntrugéio de um modelo. Nas situagdes do tipo 1
e 2, este processo surge normalmente de forma
abreviada, ou porque o modelo j4 é relativamente
conhecido dos alunos ou porque é apresentado pelo
menos parcialmente elaborado pelo professor.

Vejamos rsumidamente quais as fases essen-
ciais do processo de construcio e aperfeigoamento
de um modelo matemaético (neste ponto seguindo
de perto Kerr & Mali, 1979). Trata-se de um pro-
cesso dinfdmico que envolve varios passos,

Em primeiro lugar é precisp identificar o problema
ou situagdo do mundo real que se pretende estu-
dar. Depois do problema ter sido escolhido, ele tem




de ser modificado e simplificado de modo a poder
ser descrito duma maneira razoavelmente precisa
e sucinta. Nesta fase temos o que podemos cha-
mar o modelo real. O problema é ainda formulado
em termos do mundo real, mas j4 estd simplificado
de forma a que apenas os aspectos considerados
mais relevantes aparecem incorporados na des-
crigho.

De seguida, torna-se necessario traduzir as pala-
yras e conceitos do mundo real por simbolos e
expressbes matematicas, resultando num modelo
matemdtico., Este consiste assim em objectos mate-
méticos (tais como conjuntos, ntmeros, figuras
geométricas e fungbes) e expressdes ou represen-
tagbes que relacionam estes ohjectos entre si
(equagbes, graficos, diagramas, transformagbes e
tabelas).

Uma vez obtido o modelo matematico, num
terceiro passo utilizamos técnicas e ferramentas
matemdticas e lggicas (s6 por si, ou apoiadas em
meios computacionais, em procedimentos experi-
mentais, ou mesmo em recolha de dados no ter-
reno) para chegar aconclusdes baseadosno modelo
(Figura 2).

SITUACAQ DO MUNDO REAL
Formulagio Interpretagio
MODELO REAL CONCLUSOES
(Problema) (e Predicies)
Matematizagho Anélize

\_/

MODELO MATEMATICO
(Representagfo)

Figura 2 — O Processo de Modelagiio

Finalmente, estas conclusdes s@o testadas e
comparadas com omundoreal paraavaliaro valor,
insuficiéneias e possivel utilidade do modelo.

Se o confronto revelar que o modelo néo fornece
a informacéo pretendida, ou é grosseiramente
inadequado, entéo os diversos passos do processo
t&m de ser reconsiderados de forma a melhoré-lo e
tirar novas conclusbes. No processo de cosntrugho
de um modelo matematico podem ser necessarios
vérios ciclos sucessivos de aperfeigoamento até se
obter uma descrigdo satisfatéria da situagéo.

Na pratica este processe ideal nem sempre é
seguido. Raramente se parte do zero. Além disso,
diversas circunstancias podem implicar que uma
ou mais pagsagens possam ser combinadas ou
omitidas. Por outro lado, quando o medelo mate-
mAético é utilizado como actividade de ensino, um
outro passo é frequentemente adicionado ao processo
de construgdo do modelo. Nele o modelo real é
ainda mais simptlificado e colocado duma forma
que possaser interegsantee compreensivel para os
alunos, suscitando a utilizagdo de certos conceitos
mateméticos previstos pelo professor. Obtemos
assim o que podemos designar por modelo educa-
tivo,

£ de notar que existem outros modelos para
além dos modelos matematicos — nomeadamente
os modelos fisicos, 3 escala real ou mais frequente-
mente em escala reduzida, os modelos compu-
tacionais e os modelos descritivos verbais. Um
modelo matematico pode naturalmente existir em
interacgio com modelos de outros tipos. A explo-
ragdo de um modelo matemético pode também
recorrer a elementos ou processos destes outros
modelos.

E de notar igualmente que o termo modelo é por
vezes usado em Matemética num sentido de certo
modo diferente, nomeadamente na teoria dos
modelos. Diz-se que uma estrutura matematica é
am modelo duma dada teoria «abstracta» quando
constitui uma «concretizacio» dessa teoria. Nor-
malmente, a estrutura matemética que serve de
modelo é mais familiar do que a teoria, embora
tanto uma como outra sejam no fundo constituidas
por objectos puramente matematicos (Griffits &
Howson, 1973, p. 292).

Construir modelos capazes de descrever situa-
¢bes complexas e com efectivo poder de previsio
ndo constitui tavefa facil. Nas aplicagtes avangadas
a problemas cientificos ou industriais, para além
do dominio de ferramentas matematicas diversas,
& necesséario um consideravel nivel de compreen-
sf0 da disciplina na qual o problema surge {Spanier,
1981, p. 24).

As dificuldades associadas & tarefa nfio impli-
cam no entanto que a escola se deva alhear dela.
Pelo contrario, a sua importéncia em numerosas
profissdes e actividades e para uma cidadania
jnformada e consciente, colocam-na como um
objectivo incontornével. Assim, constitui um
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importante objectivo educativo que os alunos
desenvolvam as suas capacidade de:

a) compreender e usar modelos j& construidos
ou semiconstruidos;

b) construir modelos;

¢) explorar as implicagbes de modelos dados,
ou por 8i construidos;

d) avaliar modelos dados, ou por si construfdos,
reflectir sobre a sua utilizacio.

1.2 Fase - Da Realidade ao Modelo Matemdatico

A primeira fase do processo de construgio do
modelo diz genericamente respeito 4 passagem da
situacdo da vida real ao modelo real, deste ao
meodelo educativo, e deste ao modelo matematico.

Duma maneira geral, constituem parte inte-
grante desta fase do processo: @) identificar os
elementos da situagéo que se pretende estudar;
b) seleccionar os objectos, relagoes, etc., relevantes
para este fim; ¢) idealizd-los de forma apropriada
para uma representacio matemadtica; ) escolher
um universo matematico para servir de base ao
modelo; e, e) efectuar uma translagdo da situagio
para este universo,

Dificuldades de natureza matemdtica e difi-
culdades com origem na sifuagéo, Por vezes, uma
parte das dificuldades dos alunos em actividades
de modelagiio tém origem em questdes relaciona-
das com a compreensao da situagéo e nio em ques-
toes de ordem matemadtica. Assim, uma boa com-
preenséio da situagao de referéncia é um requisito
fundamental deste processo (aspecto salientado
por exemplo, por Pollak, 1979). Nao faz sentido
tentar modelar uma coisa que néo se compreende
muito bem. No entanto, seria errado concluir daqui
que os alunos t&m primeiro que compreender a
situagéo nos seus diversos aspectos e nuances e sé
depois encarar a construcdo do modelo. Os dois
processos podem seguir a par e passo, alimen-
tando-se mutuamente,

Alids, esta visfo é consistente com os resultados
de investigacdo que apontam para uma evolugéo
gradual das capacidades cognitivas, por exemplo
no que respeita ao raciocinio proporcional. Assim,
a competéncia nestes problemas é primeiro assu-
mida pelos alunos para uma classe muito restrita
de problemas e s6 a pouco e pouco é estendida
sucessivamente a novas classes (Lesh e Kaput,
1988, p. 66).

O que é importante reter é que, se nao houver o
devido cuidado, as dificuldades associadas & com-
preensido da situacfio da vida real podem adicio-
nar-se as dificuldades propriamente matemaiticas
do processo, contribuindo para criar um forte
mal-estar entre os alunos. Além disso, esta neces-
sidade de compreensio da situacédo de referéncia
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existe nfo apenas nos processos gerais de mode-
lagéio, mas mesmo nos problemas de tipo 2 e tipo 1,
ou seia em todas as aplicacies da Matematica,

A construgdo de modelos como desenvolvimenito
conceptual local. Lesh e Kaput (1988, p. 65-67) ddo
énfase 4 ideia de que o degenvolvimento de mode-
los (e mais geralmente todo o processo de apren-
dizagem) constitid no esencial um desenvolvimento
conceptual local. Ou seja, os alunos desenvolvem
modelos essencialmente em ligacio eom situacdes
concretas. Modelos relativos a certas situacoes
podem ser francamente mais sofisticados do que
modelos relativos a outras situacgdes (o que consti-
tuiuma visfio claramente distinta da de Piaget que
postula a existéncia de operacfes mentais inde-
pendentes de contetidos concretos).

Frequentemente, os estudantes comecam por
usar gistemas fracamente coordenados, notando
apenas os aspectos mais salientes das situagdes,
néo tendo em conta outros aspectos que tambhém
sdo importantes mas dio menos nas vistas, néo
notando discrepincias entreo modeloe arealidade
e postulando relages com base em interpretacies
subjectivas nédo raro injustificadas, baseadas em
ideias a priori (Lesh, 1985b, p. 320-321).

Em alguns casos os alunos constroem modelos
que se baseiam numa g6 ideia relativamente simples,
noutros casos recorrem nio apenas a Uma mas a
vérias ideias importantes de Matematica efou das
Ciéncias (Lesh e Kaput, 1988, p. 66).

Para que os alunos iniciem o processo de cons-
trucgiio do modelo, eles precisam de ter & partida
linhas de enquadramento conceptuais. Precisam
de possuir um sistema organizacional ou relacio-
nal que ajude a identificar a informag¢éo matema-
ticamente relevante (Lesh, 1985a, p. 81) e a natureza
do modelo a desenvolver. B por isso de grande
importdncia que os alunos disponham de «amplifi-
cadores conceptuais» (Vygotsky, 1978) como siste-
mas de representagio, de linguagem e de simbolos,
de preferéncia poderosos e econémicos (Lesh, 1985a,
p. 78). Estas consideragies reforgam o argumento
de que é preciso possuir uma base minima de
Matematica e igualmente um certo conhecimento
da 4rea em causa, para se poder ter sucessoc no
processo de modelagio (conhecimento tanto mais
necessdrio quanto mais complexas as situagbes).

Segundo Lesh (1985a), durante os estadios primi-
tivos do processo de construgio de wm modelo,
verifica-se que os alunos operam em simultdneo
~om conceptualizacbes meio formuladag, muitas
vezes logicamente ineompativeis, cada uma das
guais sugerindo os seus préprios procedimentos.
Este autor refere que, numa tnica sessiio de
trabdlho, é frequente que um alunoc realize, através
das diversas formulagées do seu modelo, um per-
curso que corresponde a diversos estadios de
desenvolvimento cognitivo e que muitas vezes séo
vistos como necessitando de diversos anos para
percorrer. Sendo assim, a nogfo de nivel de desen-




volvimento néo deveria ser vista como algo muito
dificil de transpor, nem como algo obedecendo a
um ritmo lento e basicamente independente das
interferéncias exteriores, mas antes como algo
susceptivel de evolugbes sensiveis, desde que pro-
porcionadas as actividades apropriadas, na éptica
das ideias de «zona de desenvolvimento préximo»
de Vygotsky.

2.2 Fase — O processamento e Andlise
de Dados e de Relacbes

Nesta segunda fase trata-se de: @) estabelecer
relagées matematicas entre os objectos traduzidos,
acompanhados por hipéteses e propriedades; e b)
usar métodos matematicos (céleulo, dedugéo, ete.),

apoiados eventualmente noutros métodos compu-

tacionais e experimentais, para obter novos resul-
tados e conclusées relativos ao modelo.

O trabalho nesta fase deve ter em conta varios
aspectos (que poderiamos designar por principios
diddctivos).

Assim, os procedimentos matematicos a reali-
zar nio devem ser executados ignorando a situagédo
e o0 modelo, mas tendo em conta a experiéncia, o
conhecimento e as intuigbes dos alunos a seu
respeito. Como dizem Griffits e Howson (1973, p.
292), mesmo nesta fasedevemostera gituaciobem
presente para néo nos deixarmos perder pelas
manipulagées puramente mateméticas.

As ideias matematicas desenvolvem-se. Néo se
restmem aos estadios de existir oundo existir (Oou
1, na terminologia de Lesh, 1985a, p. 75h}). As situa-
cbes da vida real, convenientemente escolhidas e
apresentadas, podem ser de grande importéncia
no desenvolvimento dos conceitos e ideias matema-
ticas.

Finalmente, serd de esperar que 08 processos de
modelagio contribuam tanto para o desenvolvimento
da compreensfo do significado das ideias matemati-
casbésicas como da capacidade de asusar de forma
efectiva (Lesh, 19853, p. 7b).

3.2 Fase — Interpretacdo, Explora¢do
e Avaliacao do Modelo

Nesta fase trata-se de: a) interpretar os resulta-
dos e conclusdes obtidos no quadro da situagao
original; b) avaliar o modelo confrontando-o com a
realidade (com dados observados ou previstos),
comparando-o com outros modelos gfou relacionan-
do-o0 com conhecimentos teéricos; ¢) explorar possi-
veis implicages do modelo em termos da situagao,
ajudando a descobrir eventualmente novas facetas
desta; d) estudar as implicagbes do uso do modelo
e delimitar a sua significincia; e e} construir, se
necegsério um modelo novo ou modificado.

Um modelo, uma vez construido e validado,
pode ser usado com o objectivo de conseguir ter

uma visio mais profunda do fendmeno em causa.
O modelo pode apontar para novas relagdes, novas
propriedades, novos aspectos da situacéo, indi-
cando-nos em que direcgiio devemos procurar mais
dados.

Os modelos podem também ser usados como
base para tomar decisées. Neste caso é particular-
mente importante conhecer bem as hipéteses e
pressuposigbes em que se haseia o modelo, de
forma a que os riscos decorrentes da sua utilizagéo
sejam devidamente avaliados.

Skovsmoge (1988, p. 25) defende que existem
trés tipos de conhecimento relativamente ao pro-
cesso de modelagéo: o conhecimento matemdatico
propriamente dito, o conhecimento tecnolégico, ou
seja, conhecimento de como construir um modelo
matematico e como aplicar a Matematica, e o
conhecimento reflexivo, isto &, o conhecimento
conceptual mais geral, ou meta-conhecimento acerca
da natureza dos modelos matematicos e dos critérios
utilizados na sua construgéo, aplicagio e avaliagéo.
No seu entender, o conhecimento reflexivo néo
pode ser reduzido ao conhecimento tencologico, da
mesma maneira que o conhecimento tencol6gico
ndo pode ser reduzido ao conhecimento mateméatico.

Embora todos os tipos de conhecimento sejam
relevantes para as diversas fases do processo de
modelacéo, podemos dizer, usando esta terminolo-
gia, que o conhecimento matemético é especialmente
relevante na segunda fase, o conhecimento tecno-
16gico é fundamental na primeira e terceira fases,
o o conhecimento reflexivo é particularmente impor-
tante na parte final da terceira fase. Numa linha
de pensamento semelhante, Davis (1988) defende
também que, no ensino da Matemética, se devedar
uma grande atengdo & anélise critica do uso dos
diferentes modelos com os quais se procura muitas
vezes justificar decisdes de grande importéncia
gocial.

Skovsmose (1988, p. 28-30) defende ainda que
existem vérios factores que interferem nas rela-
¢bes entre o objecto e 0 modelo. Indica nomeada-
mente:

a) relagbes modelo-teoria: um modelo pode ser
baeado numa teoria Gnica, caso em que se
«deduz» da teoria, pode ser baseado numa
{Gnica teoria escolhida de entre vérias, pode
ter por base uma combinagio de teorias
distintas (eventualmente até contraditérias),
ou até nio se basear em nenhuma teoria;

b) relacdes modelo-objecto: uma vez que a cor-
respondéncia entre a realidade e o modelo
néo é de isomorfismo, e portanto ha sempre
aspectos de selecgfo que podem ser mais ou
menos diseutiveis (que elementos da reali-
dade sdoimportantes? A que relagdes entre
si é dada maior atengéo?);

¢) relagdes objecto-sistemas conceptual; con-
siderando aspecto como: que pressuposi¢des
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tornaram possivel criar o sistema? Como
podem elas ser corroboradas? Que quadros
tedricos as tendem a suportar? Que qua-
dros tedricos alternativos existem?;

d) relagbes sistema conceptual-modelo: que se
baseiam parcialmente no nosso conheci-
mento da drea em causa e parcialmente no
nosso conhecimento matematico do que
poderéo ser propriedades desejaveis;

¢) relacdes modelo-interesse (que pode ser ins-
trumental, interpretativo ou interventive),
um modelo pode ser utilizado com propési-
tos de descoberta ou de justificagéo.

O Processo Global de Construciao do Modelo

Estratégias e processos: a natureza instdvel das
conceptualizagdes. Lesh conduziu diversas inves-
tigagbes em que usou problemas que pretendem
ser tipicos de situagies da vida real, bastante ima-
ginativos e comum cunho profundamenterealista.
Neles, no entanto apenas se requer ideias facil-
mente identificdveis de aritméfica e geometria
intuitiva, incluindo medicéo.

Este autor (Lesh, 1982, p. 183), sublinha o facto
de que na resolugdo de problemas matematicos
aplicados o grupo {ou o individuo) tende a alternar
entre varias interpretagbes ou modelos distintos
da situagdo (incluindo a consideragio dos seus
objectivos e dados), com diferentes conceputali-
zagbes ocorrendo com varios graus de refinamento
e sofisticagéo, sendo os modelos iniciajs bastantes
instaveis,

Sintetizando resultados de investigagéo (Lesh,
1982, p. 185),indica que em alguns casos uma con-
ceptualizagio primitiva dava origem a um processo
de célculo, o qual, pela sua prépria légica dava
origem a uma nova conceptualizacéo, aparente-
mente sem que os estudantes disso se aperce-
bessem muito bem. Algumas vezes «este tipo de
mutacfio levou & criacdo de ideias produtivas e
interpretagdes correctas; noutros casos ao desapa-
recimento de perspectivas promotedoras de solu-
cOes».

Hé duas estratégias fundamentais a que os alu-
nos podem recorrer: ¢) modificar uma tGnica ideia
poderosa, adaptando-a s necessidades dos proble-
mas, ou b) fentar conjugar véarias ideias e processos
simples. 'm qualquer dos casos trata-se de um
processo de construgfo necessédrio para enquadrar
a situagéo dada, e os alunos néo estdo habituados
a este tipo de trabalho, que n#o é usual em Mate-
matica — onde em principio h4 sempre um método
ou estratégia bem definida para resolver um pro-
blema, qualquer que ele seja (Lesh, 1982, p. 187).

A ideia fundamental é que os alunos constroem
solugdes por justaposigdo gradual, integracdo e
diferenciagio de estruturas conceptuais instaveis.
O ensino, neste caso, tem de ter em vista ajud4-los
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a organizar e usar ideias que eles ja tém (Lesh,
1985b, p. 318-320). ’

Defacto, ainformagio manipulada naresolucio
de problemas matematicos aplicados néo é consti-
tuida por dados de base, mas sim por sistemas
organizacionais e relacionais (Lesh, 1985b, p. 322),
sendo por isso de natureza extremamente com-
plexa.

Esta caracterizagéio dos processos usados pelos
alunos leva Lesh (1985h, p. 325) a dar a seguinte
definic¢iio de problema (mmatemético aplicado); tra-
ta-se de uma sifuacio para a qual nio existe um
modelo conceptual estdvel para a resolver. Os
problemas néio podem ser resolvidos simplesmente
ligando modelos estaveis em conjunto, Especialis-
tas num dado dominio de contedido sdo aqueles que
tém meodelos conceptuais acessiveis e estaveis para
interpretar e manipular a informagfio num dado
dominio,

Asheuristicas mais importantes quando se lida
com sistemas conceptuais instdaveis sflo por exem-
plo: como detectar as deficiéncias dos modelos,
como minimizar as influéncias debilitantes dos
modelos conceptuais instdveis, como construir
modelos sucessivamente mais complexos e mais
refinados, como interpretacdes diversas sao dife-
renciadas, reconciliadas ou integradas (Lesh, 1985h,
p. 323).

Os processos identificados por Lesh e Aker-
strom (1982, p. 128) em problemas de Matemadtica
aplicados incluem:

a} o uso de varios sistemas de representacies
e tradugdes de uns sistemas para os outros;

b) aintroducdo de notagio relevante;

¢) asimplificacdo da situacio para se adequar
aos nossos modelos pré-existentes;

d) orefinamento dos nossos préprios modelos
para reflectir adequadamente a realidade
numa situagao;

e) ainvestigagédo da qualidade ou a utilidade
de predicées baseadas em modelos.

Segundo estes autores, todos estes processos
contribuem para a criagdo de sentido bem como
para tornar mais usaveis as ideias matematicas,

Nos problemas que propuseram, os alunos ten-
dem a trabalhar para a frente, comegando com
uma compreensio qualitativa da situacdo e gra-
dualmente evoluem para um compreensao mais
quantitativa, em que dades especificos sdo substi-
tuidos por equagdes computacionais.

A formulagéio e testagem de hipéteses como no
processo de resolugdo de problemas de Matemdtica
aplicados. Segundo Frederiksen (1984), quando os
problemas sdc de natureza nfio estruturada é
necessArio usar «processos lentos» {(exigindo grande
atencfio, revisfio frequente do conhecimento pro-
posicional e procura na memboéria de longo prazo
de informacio ¢ ideiag relevantes), recorrendo 3




intervencao de competéncias estratégicas (com-
preenséo do processode modelagiio) e metacogniti-
vas relevantes e ja previamente adquiridas.

Parece por issorazodvel admitir que no processo
de construgéio e aperfeicoamento de modelos o
método fundamental envolverd uma continua gera-
céo e testagem de hipéteses (qual a natureza do
modelo? Que variaveis séo fundamentais? Que
tipos de relages poderemos estabelecer entre elas?).

A formulacéo de hipoteses ocorre cedo no processo.
As hipéteses podem ser sugeridas por itens conti-
dos na informacéio dada, podem derivar de infor-
magéo conhecida da pessoaou de inferéncias reali-
zadas conjugando os dois aspectos. O ntmero de
hipéteses considerado em cada momento serd tipi-
camente pequeno. Uma dada hipétese pode ser
tentativamente escolhida para ser testada. B pre-
ciso ver que informagéo adicional seré necessaria.
S50 entdo dados os passos necessérios para obter
essa informagéio (procurando na meméria de longo
termo, perguntando, consultando fontes externas,
conduzindo procedimentos 16gicos, matematicos,
experimentais ou computacionais). Finalmente, a
hipétese é avaliada em vista dos resultados e
rejeitada, modificada ou mantida.

Vérios ciclos deste processo podem ser condu-
zidos nos quais novas hipiteses vao sendo esta-
belecidas e varias formas de as testar vao sendo
concebidas, podendo-se procurar tanto evidéncia
confirmatéria como desconfirmatéria.

Estes processos sdo lentos e laboriosos e na
auséneia de consisténeias no conjunto de proble-
mas néao hé possibilidade de criar «automatizacies».
Mas se houver regularidades, uma capacidade de
as reconhecer pode ser desenvolvida e tornar o
raciocinio mais expedito (Frederiksen, 1984, p.
392).

Hteragdes do processo de modelagdo. Lesh (1985a,
p. 89-90) refere sessGes nas quais os alunos per-
correram até cerca de dez ‘ciclos de modelagéo’
durante uma sessdo de 40 minutos. As diferengas
entre os tipos de modelos, ou entre diferentes
formas de um mesmo tipo de modelo, derivam do
facto de que sfo seleccionados ou considerados
dados diferentes, sdo impostos diferentes tipos de
sistemasrelacionais ou organizacionais nos dados,
ou séo utilizados meios diferentes de simplificar,
combinar e sintetizar os dados.

No entanto, mais usual é que 08 alunos percor-
ram dois a quatro modelos duma situagho. Os
alunos movem-se duma coneeptualizago para outra
através de um processo em trés etapas. Primeiro
encarando uma certa relagho no guadro de uma
dada conceptualizagio. Depois deixando a atengéo
fugir da conceptualizagho global e fixando-se na
relacéo. Finalmente, comegando a tratar a relagio
como parte de uma nova conceptualizagéo (Lesh,
1985b, p. 321).

Esta facilidade em percorrer diversos ciclos de
modelacio contrasta fortemente com 0 que foi

observado noutras situagbes, nomeadamente quando
& marcante o processo de recolha de dados. Neste
caso os estudantes (e professores) revelam difi-
culdade em iterar através doas descrigbes mante-
maéticas e da consideragio da situagao da vida real
e tendem a permanecer no terreno da realidade,
uma vez regressados a ele. Um desafio sera facili-
tar o processoiterativoe dar aos alunos um modelo
global do processo de analise que inclui afirmagbes
que derivam de ambos os dominios do conheci-
mento (Rubin, e al., 1988, p. 58).

Alunos bem e mal sucedidos em problemas
matemdticos aplicados. Segundo Lesh (1982, p.
185-6; 1985h, p. 322), os alunos mais bem sucedi-
dos passam comp arativamente mais tempo que 03
alunos mais mal sucedidos a pensar nos dados e
nos ohjectivos do problema e em questies de natureza
conceptual e muito menos nas estratégias e nos
aspectos de natureza procedimental.

Por outro lado, alunos mais bem sucedidos na
resolucdo de problemas matematicos aplicados ten-
dem a usar processos mais fortes, dependentes dos
contetidos, em vez de processos mais gerais e por
isso mesmo menos potentes (Lesh, 1985b, p. 324).

Aparentemente, da mesmamaneiradoquepara
os problemas puramente mateméticos (Kruteskii,
1976), nos problemas aplicados os alunos com faci-
lidade nesta disciplina véem conexdes entre situa-
ches ou ideias que 08 estudantes médios nfo reco-
nhecern. E, da mesma forma, alunos com sérias
dificuldades em Matemética néo reconhecem cone-
xbes queparecem evidentes a alunos médios (Lesh,
1985h, p. 325).

O possivel papel do computador. O computador
é um acrescento importante ao processo de mode-
lacéo. Ele permite criar um modelo externg, con-
creto, manipulavel. Pode permitir representacoes
maltiplasdasituacéo dada. Ainteracgioentre este
modelo externo e o modelo mental interno da
prépria pessoa pode intensificar-se, gjudando de
forma fundamental ao desenvolvimento do processo
de modelagéo (Webb ¢ Hassel, 1988).

O computador pode assim desempenhar o papel
de um amplificador conceptual, reduzindo o dis-
péndio de energia no pensamento de primeira
ordem, e tornando possivel mais pensamento de
segunda ordem (Lesh, 1985a, p. 79).

Entre os programas que podem ser Gteis no
processo de construcao de modelos, contam-se 08
programas para ajustamento de curvas, tracadores
de graficos de fungdes, folhas de calculo, pro-
gramas de gréficos, programas de modelagéo e
manipuladores simhglicos (Fey, 1988).

CONCLUSAO

Ye relativamente aos problemas de Matematica
pouco se sabe ainda de seguro relativamente asua
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Didéctica, ainda mais precario é o nosso conheci-
mento acerca da resolugio de problemas da vida
real. Para estes, como problemas genuinamente
ndo estruturados, é ainda mais dificil de encontrar
uma base apropriada de conhecimentos, a nio ser
no sentido de desenvolver uma experiéncia alar-
gada e uma boa eduagéo geral.

Deste modo, uma conclusfio dum artigo como
este néo pode deixar de ser essencialmente um
enunciado de questées em aberto susceptiveis de
investigagfio. Agruparei estas questdes em qua-
trotemas: @) a natureza dos modelos matematicos;
b) 0s processos cognitivos dos alunos; ¢) as decisdes
curriculares, e, d) o processo de ensino-aprendi-
zagem e o papel do professor.

A natureza dos modelos matemdticos. Existem
modelog com caracteristicas bastante diversas. No
entanto, praticamente nio existe uma literatura
que organize o assunto. Os sistemas dinamicos,
que constituem o tipo sem diavida mais divulgado,
tém propriedades extremamente interessantes,
que os tornam muito relevantes do ponto de vista
pedagdgico. Mas isso néo é razdo para ignorar a
possivel importancia de outros modelos. E precisa
portanto umamelhor taxonomia de modelos, tendo
em conta a suanaturea, que dé um panorama mais
completo e permita uma mais informada escolha
de opcdes curriculares.

Os processos cognitivos. A teorizagéo produ-
zida por Lesh proporciona algumas perspecti-
vas interessantes acerca dos processos cogni-
tivos dos alunos. Trata-se, no entanto, de uma
formulagdo obviamente ainda insuficiente. A teo-
ria poderi desenvolver-se como um prolonga-
mento destas perspectivas ou seguir outras direc-
coes.

Segundo este autor, as questées teéricas que se
colocan sfio: @) identificar a natureza dos modelos
conceptuais primitivos dos alunos para diversas
ideias matematicas; b) explicar como é que as defi-
ciéneias nos varios modelos séo detectadas; ¢)
explicar como é que modelos mais bem sucedidos
sdo gradualmente construidos; e d) descrever
caracteristicas cognitivas associadas ao uso de
modelos conceptuais inst4veis e como é que podem
ser minimizadas as suas influéncias contraprodu-
tivas (Lesh, 1982, p. 183).

Em relagio & primeira questdo este investiga-
dor tem uma resposta incisiva: os modelos primiti-
vos dos alunos sfio estruturas conceptuais inst4veis.
Podera ser um ponto de partida, mas é preciso
saber mais acerca dessas estruturas: como se for-
mam, como funcionam, como se tornam estaveis?

Nas segunda e terceira questdes a sua resposta
€ mais vaga, Ele sugere que em alguns casos as
deficiéncias sdo detectadas, noutros demora mais
tempo, que o processo de construgio segue por
vezes vias pouco légicas, ete., mas pouco adianta
acerca dos mecanismos concretos que estio em
operacéo.
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E finalmente, no que respeita a intervengio que
pode ser realizada com vista a ultrapassagem de
dificuldades, embora sejam sugeridos alguns prin-
cipios, muito fica também em aberto.

Convém néo esquecer igualmente que Lesh
estudou problemas de um tipo extremamente inte-
ressante, com um caracter profundamente rea-
lista, mas nem por isso muito sofisticados do ponto
de vista matematico. B uma questfio também em
aberto saber se para problemas de outros tipos as
suas observacdes e perspectivas terdo semelhante
pertinéncia.

Podemos ainda colocar outras questdes relati-
vamente & natureza dos processos cognitivos:

— 08 processos envolvidos nos nossoes problemas
de tipo 1, 2 e 3 serdo provavelmente bastante
diferentes (caso contréario nio valeria a pena
distinguir entre as trés situacoes!); quais as
diferengas mais significativas?

—quais as heuristicas (relativas ao processo
global, relativas a cada uma das fases) que
podem assistir no processo de reslugio de
problemas de Matemdtica aplicados?

— qual o papel dos conhecimentos e competén-
cia bésicas em cada uma das fases do pro-
cessos?

As decisbes em matéria de escolha curricular, A
infrodugéio dos problemas de Matematica aplica-
dos e de actividades de modelagio pressuptem
uma clara explicitagdo de ohjectivos e estratégias
e uma articulagdo com os restantes contetidos,
objectivos e actividades curriculares. Atendendo a
que se trata de uma vertente nova a introduzir no
processo de ensinc-aprendizagem torna-se neces-
sério estudar com cuidado os respectivos problemas
de implementagdo. Neste Ambito, questdes mais
especificas a estudar serdo, por exemplo:

- como articular o uso das situagées da vida
real como ponto de partida para a apendi-
zagem de conceitos (e outros contetidos) e
como situagdes probleméticas que importa
estudar a fundo?

— qual o papel didactico dos problemas de tipo
1, tipo 2, e tipo 3? Quando é que cada um deve
ser usado? Em que condicdes?

—podemos estabelecer diferentes tipos de
situac¢bes da vida real, com base na diferente
natureza dos modelos, com diferentes papéis
pedagdgicos?

— quais as precaucdes a ter, de forma a néio cair
na armadilha das utilizagbes ridiculas de
pseudo-modelos matematicos a propésito e a
despropésito, no estido justamente verberado
por Freudenthal (1979)?

O processo de ensino-aprendizagem e o papel
do professor. No que respeita & concretizacédo do




processo de ensino-aprendizagem colocam-se ques-
thes como:

—. como pode o trabalho dos alunos ser apoiado
pelo professor? Que «principios» pedagégicos
h4 a respeitar?

_ como ajudar os alunos a tornar-se mais com-
petentes na resolugao de problemas de Mate-
méatica aplicados?

Estre quatro grandes grupos de questdes estéo
profundamente interligados, néo existindo pro-
priamente uma hierarquia entre eles. Tles terdo
de ser abordados necessariamente em simultineo,

através de anéliges tebricas € de invetigagdes
empiricas.
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RESUMO

Neste trabalho considera-se o papel da Resolugio de Problemas no ensino da Matemética, apontando
as origens desta actividade, referindo possiveis perspectivas de integragio curricular e discutindo uma
questéo profundamente negligenciada na literatura portuguesa — as estratégias de ensino para ajudar
os alunos a desenvolver as suas competéncias neste dominio. Analisa-se igualmente o papel educativo
dos problemas da vida real ¢ considera-se em particular o processo de modelagio. Descrevem-se em
pormenor as suas etapas e da-se especial realce & natureza das competéncias cognitivas necessérias,
terminando-se com uma agenda de questées para futura investigagao.

yl

RESUME

Cetravail address leréle de la résolution des problémes dans Penseignement des mathématiques. On
discute les origines de cet activité, et bien aussi diverses perspectives d'intégration au curriculum. On
aborde una question profodement negligenci¢ dans la litérature portugaise a ce suject — les stratégies
d’enseignement pour aider les éléves a déveloper ses competences dans ce domain, Le réle educatif des
problémes de la vie est consideré, traitant avec particulier attention le processus de modélisation. Ses
étapes sont envisagées en détail et une attention specialle est donné & la nature des activités cognitives
necessaires. On fini avec une agenda de questions pour recherche future.

ABSTRACT,

This paper focuses on the role of problem solving in mathematics education. Its historical origins and
possible perspectives of curricular integration are discussed, as well as another question rarely touched
upon in Portuguese literature — teaching strategies to help students to overcome their competency in
this domain. The paper also considers the educational role of real life problems ans specially the
modelling process. Its main stages are described in detail and special attention is focused in the cognitive
competencies important to deal with them. It concludes with an agenda of issues for future investiga-
tions, '
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